2. Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

2.1. Funciones reales de variable real

Una funcion f es una regla que asigna a cada uno de los nimeros x
de un subconjunto D de R un tnico nimero real f(z) . A D =domf | f: D — f(D)

se le llama dominio de f . y = f(z) es el valor de f en x . Imagen r—y=f(x)
o recorrido de f es f(D) =imf ={f(x):z € D}.

Def.

En ocasiones f admite una expresién algebraica como f(z) = |z|, f(z) =senz ,...), pero en otras
no serd expresable ni por una serie de palabras. Una f estard determinada si conocemos todos los z
de D y los valores y correspondientes. Esto lleva a una definicién mas tedrica, aunque més precisa:

Una funcién f es un conjunto de pares ordenados que no
contiene dos distintos con el mismo primer elemento

Def.

[asi, la ‘funcién |z|” serfa {(z, |z|): z € R} ]
(si no se precisa més, domf es el conjunto de = para los que f tiene sentido)
Geométricamente, f se puede representar con un sistema de
coordenadas como un conjunto de puntos (grafica de f) en el plano
xy. Asi, la grifica de f(x) = mx 4+ b es un conjunto de puntos que =
constituyen una recta (m es su pendiente y b su corte con el eje y).

Dadas dos funciones f y g se pueden definir otras funciones f+g, f—g, f-9, f/gy fog:
)

(f+9)=) = f(z) +9(x) , (f —9)(x) = f(x) —g(z) , (f-9)(x) = f(z)-g(z
Def. | para z €domfNdomg. (f/g)(z) = f(x)g(x) para x €domfNdomg N {z : g(x) # 0} .
(fog)(x) = flg(z)] (composicién de fy g) para x tales que x €domg y g(x) €domf.

Suma y producto de funciones, como es inmediato ver, son conmutativas, asociativas y hay
distributiva; la composicion es asociativa, pero no conmutativa:

Ej. Si f(z) = 2%, g(x) = 22 — 1 se tiene que (fog)(z) =42% —dx +1 # 222 — 1 = (go f)(x) .

Dot f esinyectivaen A C Rsi f(x) = f(z*) = x =2 , Vo, 2* € A

[0 1o que es lo mismo, si x # z* = f(z) # f(z*)]. N X/
Ej. f(z) = |x| no es inyectivaen A =R (a 2 y * = —x les corresponde el :
mismo valor). Si loes en A =[0,00), 0 en A = [-7,—1], por ejemplo.

La grafica de una funcién inyectiva no corta més de una vez cualquier recta horizontal.

Def Si f:x — y = f(z) es inyectiva existe la | f~!: f(A) — A
“*| funcién inversa f!:y —z = f(y) . y=flz) —z=f"y)

[si no es inyectiva, o sea, si hay x # z* con f(z) = f(2*) = y, no podemos asignar un dnico x al y]
En términos de pares ordenados f~' = {(y,z): (z,y) € f} .

Propiedades inmediatas son: / .
domf~'=imf , imf~'=domf , (f e f)(x) = (fofT)(x) == '

La grafica de f(z) y lade f~'(x) son simétricas respecto a la recta
y = x [pues (x,y) e (y,z) lo son]. Para escribir explicitamente
y = f7'(x) (si se puede; en general serd imposible) se despeja la
en funcién de y de y = f(z) y se cambia el nombre a las variables.

™ y=f _](X)

Ej. La inversa de y = 2° — 5 es y = (x4 5)'/3 [pues = = (y + 5)1/3 al despejar].



f es estrictamente creciente en A C R si Vx,2* € A con ¢ < z* se
tiene f(x) < f(x*) . Es estrictamente decreciente si f(z) > f(z*) . Es
creciente si f(z) < (z*) . Es decreciente si f(z) > f(z*) . Cualquiera de
ellas se dice mondtona (estrictamente mondétonas, las dos primeras).

Def.

Ej. f(x) = [z] = méximo entero menor o igual que x [llamada ‘parte
entera de x’] es creciente en todo R [no estrictamente].

Ej. f(z) = |z| es estrictamente decreciente en {z < 0}
y es estrictamente creciente en {z > 0} .

Teorema: ‘ f estrictamente monétona en A = f inyectiva en A ‘ [y tiene funcién inversal
[si z # 2* o bien es f(z) < f(z*) o bien f(x) > f(z*) |

[Para ver si una funcién es monétona (y por tanto inyectiva) acudiremos en el futuro a las derivadas].

Definicién y graficas de las funciones elementales:

y=a",y=2"Y"=Yxr ,neN

Sin impar, y = 2™ es inyectiva en todo Ry f(R) = R.
Su inversa 2!/™ esta definida en R y su imagen es R. Si
n par, no es inyectiva en R. Se llama entonces y = 2/"
a la inversa de y = 2™ restringida al intervalo [0, 00),
con lo que la y = '/ tiene por dominio e imagen
[0, 00) (la funcién y = —*/™ | para n par, es la inversa
de y = 2" restringida a (—o0, 0])

Las curvas (cénicas):
(r—aP+(y—b* =R |,

(circunferencia)
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No definen una tnica funcién (por ejemplo, () define dos:

yzg/GZ_xZ e y:—g a2—x2,l‘€[—a,a]).

10



Funciones trigonométricas (siempre en radianes):

Unas definiciones antes:  f se dice par si f(—z) = f(z) e impar si f(—x) = —f(z) ;
f es de periodo T o T-periddicasi f(z + 1) = f(z) Vx .

] .
T, R . H
cosx Y : Senx
.0" ..'0, . tanx,
o o, -
T K %, m
ST02 W4 T2 "% A
,o“. . ”‘0, lo
R . '.,. 11 V2 LS
..lll“-‘.‘ ..... — . ._1 .....“‘

senx y cosz son de periodo 27, sen x es impar
y cosx es par, tanx es m-periddica e impar. i

Aceptaremos la definicién clésica de [ senz | [dado un numero

__________ P x, se toma el punto P sobre la circunferencia unidad tal que x

/| \ongitudx  gea la longitud del arco que une (1,0) con P; el angulo orientado
senk < & g

1 formado por las semirrectas que unen (0,0) con ambos puntos es

el 4ngulo de x radianes y senx es la ordenada de P], a pesar de
no ser nada rigurosa, por basarse en el concepto de longitud de
una curva cuya definicion no tenemos bien establecida.

[Se le puede dar rigor utilizando integrales, lo mismo que a senx : ver Spivak].

A partir del sen x definimos:

senx

cosx =sen(x+ %) |,V |tanz =

ysiv# S+ kmkeZ.
COS T

[Nos serd més 1til esta definicién de cosx que la equivalente ‘abscisa del punto P’].

Admitimos que sus graficas son las de arriba y repasemos algunas de sus propiedades clasicas.

Recordemos primero la equivalencia entre grados y radianes. Como un angulo recto son 7
radianes (la longitud de la circunferencia unidad es 27) o 90°, se tiene que a° = {5 radianes.
En particular, los famosos dngulos de 30°, 45° y 60° son, respectivamente, ¢, § vy 7 radianes.

Las funciones trigonomtricas tienen una infinidad de valores exactos conocidos como:
sen (km) = cos (5 + km) = tan (kr) =0 ,
sen (5 + 2km) = cos (2km) =1, sen (=5 + 2k7m) = cos [(2k — 1)7] = —1,
que son inmediatos, y los siguientes que se deducen facilmente del teorema de Pitagoras:

To_ To_
seng = cos g =

»n

€Il

, :cosgzﬁ sen X =cosZ = ¥3

2 3 6 2
=1, sen§:\/§

(ademads de los similares de otros cuadrantes). Del teorema de Pitdgoras también se deduce:

N

oy Wi
“[%

tan sen

1

sen?a+cos’a=1 = 1+tana = i
COs“ a

A partir de estas ultimas igualdades es sencillo hallar, dada cualquiera de las razones
trigonométricas de un angulo y el cuadrante en el que se encuentra, los valores de las restantes:

Ej. Si tana = —% yo&E (—32”, 27), los valores del seno y el coseno de este dngulo son:
1 1 3 4
pr pry = = g n = —= .
COos « +\/1+tan2a N sen o = cos o tan« 5
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Mas dificiles de probar son las siguientes importantes identidades (vélidas Va, b):

sen (a £b) =senacosb=£ cosasenbd , cos(a+b) =cosacosbFsenasenb |,

pero a partir de ellas ya es fdcil comprobar todas las siguientes (de hecho, nos bastaban las
férmulas para a + b, pues las de a — b son consecuencia inmediata de ellas). Por ejemplo:

sen2a = 2 sena cosa , cos2a = cos>a —sen’a |=1—2sen?a = 2cos?a — 1

= | sen’a = £ [1 — cos2da] , cos’ a = 3 [1 + cos 2d]

Ej. Calculemos usando las igualdades anteriores el cos 3152” .
3571' 35T _ 1ir _ i W K
Primero observemos que cos 53 = cos(%g — 27) = cos 55 = cos(m — {5) = — COS 75 -
Como cos?(%5) = 4[1 + cos F] = % = cos 3 = —11/24+ V3.
ita: —cos = = —cos(E—T) = —L1v2_ V332 _ _ v2iV6
Podemos dar una expresién mas bonita: —cos {5 = —cos(§ — 7) 3 5 5 S = -

Veamos otras propiedades que utilizaremos a lo largo del curso. Esta es casi inmediata:

t + tanb 2t
tan (a £ b) = — e xlang = tan2a = 7{1116;,
1 Ftanatanbd 1 —tan“a

En las siguientes basta desarrollar los segundos miembros:

senasenb = 3 [cos(a — b) — cos (a+ b) ]

1

2
cosacosb = 1 [cos(a+b) + cos(a—b)]

1

2

senacosb = 5 [sen (a4 b) +sen (a — b) ]
En la dltima, llamando A =a+b y B =0b— a, resulta ser a = A_TB y b= A+B con lo que:
sen A — sen B = 2 sen 452 cos 4£2

[Las otras cldsicas funciones trigonométricas cotanx, secx y cosecx no serdn utilizadas en los
apuntes, puesto que se pueden expresar facilmente en términos de las dadas; algunas otras identidades
trigonométricas que no se han citado aqui se proponen en los problemas].

Para definir las funciones trigonométricas inversas debemos restringir los

g m intervalos de definicién para que senx , cosx y tan z sean inyectivas:
%, arccasx . . o
arcsen x (dom=|-1,1|, im=|—%, Z|) es la inversa de sen z restringida a [—Z, Z|.
*, R 272 279
“‘
i N arccosz (dom=[-1,1], im=[0, 7]) es la inversa de cosx restringida a [0, 7].
2[* b ’ ’

(El arco seno de un x no es simplemente ‘el 4ngulo cuyo seno vale x’; hay infinitos

%, . . . .
% x que tiene el mismo seno; incluso hay 2 si sélo nos preocupamos de [0, 27]).
1

T . w2
1 arctanz [dom=R, im=(—7%,7)] es la
. . arctan x
e inversa de tanz definida en (=%, %)
........ -2
Ej. arctan(tan 2F) = arctan(—1) = —%. = -

[La funcién arco tangente aparece muchas veces en el cdlculo, por ejemplo hallando primitivas].
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Exponenciales y logaritmos:
b es facil de definir si z € Q [ ™™ = {/b™ ] pero no si x es irracional (;qué es 27?) y por
tanto log, x tampoco tiene sentido. Definiremos primero el logaritmo neperiano asi:

logr =Inz = f% , para x > 0

[log = sera siempre neperiano, el decimal log;,x no se utilizard]

que es la forma més corta de definirlo, aunque habria que esperar a las integrales para deducir
todas sus propiedades. Admitimos que log x es estrictamente creciente en {x > 0} y que su
imagen es R. También admitimos las propiedades clasicas:

log (a-b) =loga+logh , log% =loga —logb , log (a’) = bloga , si a,b >0
A partir de la funcién logaritmo, definimos:

es la inversa de logz , con lo que
su dominio es R y su imagen x > 0.
,-* logx(b>1)

ogx ) A
b =eblogr | >0 ; _/ / —/

eX

. [ j5ee
o} 5 i o
(0<b<1):,

b =etlosd | b0, Va ' ! o
. . 0g.X"™
_ 1 -
logblegii ,b>0,0#£1,2>0. (0<b<1)

[Segun la definicién dada, el nimero e seria aquel que cumpliese loge = le % = 1. Utilizando las
propiedades de la integral se podria aproximar su valor, pero esto serd mucho més corto hacerlo
cuando estudiemos Taylor. Admitimos que aproximadamente es e ~ 2.7182818... |

De estas definiciones se podrian deducir:

=1, 0=, b= g

Las definiciones son naturales, si han de satisfacerse estas propiedades. Asi, por ejemplo:

(b%)Y = b™ [b"” representa siempre )] | ...
2t = [exponencial inversa del logaritmo] = (elogm)b = [pues (b*)Y = b = ohlog

[La definicién de arriba de z% sélo vale para los z > 0 si b es un real cualquiera,
pero no olvidemos que, por ejemplo, si b =176 b= 1/3 estd x? definida V.

Mas en general (por este mismo argumento) se define:

f(2)9®) = e9@loglf@)] | "para los x tales que f(z) >0 .

Acabamos con las funciones hiperbélicas (seno, coseno y tangente hiperbdlicas) definidas:

th:L—e_m chx:L—i_e_m MX \JA]X ' Thx
2 ’h 2 ’
thx:ﬁ,V:c A
chz

Tienen propiedades similares a las trigonométricas (todas muy faciles de comprobar):
1

b
ch?x

sh(—z) = —shx, ch(—z)=chx, th(—2) = —tha, ch?z —sh’z =1, 1 — th’r =

13



2.2. Swucesiones de nuimeros reales

{an} = a1, a9, ..., an, ... es una sucesién: a cada natural n corresponde un real a,, .

Matematicamente, como una funcién es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto un
Unico elemento de otro:

a:N—R

Def. ‘ Una sucesion de nimeros reales es una funcién de N en R ‘ _
n —a(n) = ay

Una sucesion tiende hacia a si en todo entorno de a, por pequeno que sea, estdn casi todos los
11
ORICEIS
0 ya que fijado un entorno cualquiera del origen todos los términos de la sucesién a partir de uno

términos de la sucesién (todos salvo un nimero finito). Por ejemplo {1} =1 .. tiende hacia

dado acaban metiéndose dentro. Precisando:

{a,} tiene por limite a (o tiende hacia a o converge hacia a) si
para todo £ > 0 existe un nimero natural N tal que para todo natural
n > N es |a, —a| < e . Lo representaremos por lim a, =a 6 a, — a .

n—oo n—00

Si una sucesién {a,} no es convergente se dice divergente.

Def.

Esta definicién es la primera de las definiciones rigurosas de limite de aspecto similar que
veremos a lo largo del curso. Hagamos unas cuantas observaciones sobre ella:

Decir que |a,, — a| < € es equivalente a que a,, € B(a,¢). Para todo ¢ hemos de encontrar
un N tal que ay, ant1,an+2, ... estén dentro del entorno.

El N no es tnico: si los a,, € B(a,e) para n > N, también estdn dentro para n > N* si
N* > N. No se trata de hallar el menor N, basta con encontrar uno para el que se cumpla.

En sucesiones escribiremos simplemente a,, — a, pues sélo tiene sentido el limite cuando
n — oo (para funciones, la x podra tender a 0, a 0o, a —00,. ..y si tendremos que precisarlo).

Ej. Formalicemos que % — 0 : dado cualquier ¢ (por pequeno que sea) UN
existe N tal que %<€.Portanto,sin2N, \%—0\ §%<5. \L
Se ve que N depende del € elegido (si ¢ = 0,1, basta tomar N = 11, _EE OI"" '98' ' (_' '

pero para ¢ = 0,001 debemos tomar N = 1001 o un ndimero mayor).

Ej. La sucesion {(—1)"} = —1,1,—1, 1, ... es divergente, pues esta claro que no todos sus términos a
partir de un N estan en todo entorno de —1, ni de 1, ni de cualquier otro real. Aunque haya infinitos
términos en cualquier entorno de 1 (por ejemplo) hay otros infinitos que se escapan. Si e = 2 todos
los a,, pertenecen al entorno B(1,2), pero esto debe ocurrir Ve y no sélo para los € grandes.

El célculo de limites con € y N es, en general, muy complicado. Pero, gracias a los teoremas que
veremos (demostrados utilizando los ), sélo en contadas ocasiones y para sucesiones muy extranas
deberemos en el futuro acudir a la definicién. Para manejar ésta (en ejemplos y en teoremas) se
suele partir de lo que uno quiere hacer pequeno ( |a, — a| ) y, tras algunos < 6 < (la desigualdad
triangular suele aparecer), se llega a una expresion de la que sea ya fécil decir para qué n es < ¢ :

2 —n
Ej. Probemos sélo con la definicién (pronto serd innecesaria) que {a,} = {%} — 2.
2V/n + 57" 5" —2] 57"4+2 3 3 9
—92| = < < —=<e& >-—en> -
NGRS Jitl = Jn S mo° V> o en> g

Por tanto, dado cualquier ¢, si N es un natural > 9/52, para n > N se cumple que |a,, — 2| < ¢ .

[No es la tinica forma de precisar el N, podriamos, por ejemplo, no haber quitado el 1 del denominador
y habriamos llegado a un N distinto; lo que, desde luego, no hubiera funcionado era empezar haciendo
|an, — 2| < |an| + 2, pues no habria forma de hacer esto menor que cualquier ¢ |.
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Teorema: | {a,} convergente = {a,} acotada

Sea e=1 (por fijar un nimero); sabemos que IN /sin > N = |a,| — |a| < |a, —a] < 1,
lan| < la] + 1. Por tanto, llamando M = méx{|a1|, ..., |an-1|, |a| + 1} se tiene |a,| < M Vn .

No es cierto que toda sucesién acotada sea convergente. Por ejemplo, {(—1)"} es acotada y
diverge. Lo que si se deduce del teorema (no ¢ = no p) es que una sucesién que no estd acotada
seguro que diverge.

Definimos ahora un par de tipos importantes de sucesiones divergentes (y no acotadas):

{a,} diverge hacia 400 ( lim a,, = 00 ) si VK AN / Vn > N se cumple a,, > K.

Def. {a,} diverge hacia —oco ( lim a,, = —o0 ) si VK AN / Vn > N se cumple a,, < K.

n—oo

[+00 y —oo son sélo simbolos, no son numeros; estas sucesiones no convergen a ningun nimero real]

Ej. ZEES BN , pues VK, n+1 > 2> Ksin> N con N cualquier natural > 2K .
2n 2n 2

—1,0,—-2,0,—-3,0,—4, ... no diverge hacia —oo . A pesar de que contenga términos tan pequenos

como queramos, no es cierto que dado cualquier K queden a su izquierda todos los términos a
partir de un N (para los K < 0 es evidente que es falso). Claramente, tampoco tiende a 0 .

{a,} es creciente si a, < an41 Vn . {a,} es decreciente si a, > a,41 Vn .

Def.
© Cualquiera de las dos se dice mondtona.

Ej. 13,23, 33,43,53, ... (no acotada, divergente hacia +00) es creciente.
1,1,1/2,1/2,1/3,1/3,1/4,1/4, ... es decreciente (y tiende hacia 0 )

{a,} creciente y acotada superiormente = {a,} convergente
Teorema: . . .

{a,} decreciente y acotada inferiormente = {a,} convergente
El axioma del extremo superior asegura que {a,} tiene supremo ay
al que llamamos a . Veamos que a es el limite de {a,}: — J

Sea ¢ > 0, AN tal que ay > a — ¢ (si no, existirian cotas més ——
pequenas que a ). Por tanto, sin >N ,a >a, > ay >a—¢ =
la, —a| = a — a, < e. [Andloga la otra]

Dada una sucesién {a,}, se llama subsucesién de {a,} a cualquier sucesién formada
escogiendo ordenadamente infinitos términos de {a,} , es decir:

Def. | {an;} = an,, Gp,,--- conlos n; € N tales que n; < ny < --- es subsucesién de {a,}
10111 1 11 1 1 c101 1 1 1 : 1
Ej- 515516 L1 1 0 - © 35 560 350 38 550 - - - Son subsucesiones de {--} .

No lo es, en cambio, 1,1, , %, %, ..., formada con elementos desordenados de {%} .

) 929

Esté claro que si {a,} — a también cualquier subsucesién suya {a,,} — a. Una forma,
por tanto, de probar que una sucesiéon no tiene limite es encontrar dos subsucesiones suyas
que converjan hacia limites distintos o alguna subsucesion que no converja.

A las subsucesiones de las sucesiones divergentes pueden pasarle, sin embargo, todo tipo de cosas.
Por ejemplo, 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4, ... tiene subsucesiones convergentes a infinitos limites distintos (a
cada nimero natural), otras que divergen a +oo y otras que no tienen limite ni finito ni infinito;
—1,0,—-2,0,—3,0,—4, ... tiene subsucesiones que tienden a 0 y otras a —oo; 1,2,3,4,... no tiene
subsucesiones convergentes... Pero si la sucesiéon es acotada podemos sacar alguna conclusién.
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El teorema siguiente es uno de esos tipicos de matemaéticas que aseguran que existe algo pero
no nos dicen ni cémo es ese algo ni como buscarlo (y parecen no servir para nada; pero éste nos
aparecerd en la demostracién de algin teorema).

Teorema: ‘ Toda sucesion acotada posee una subsucesién convergente‘

Como {ay} estd acotada, existe un intervalo cerrado [co, bg] D {an,}. Colt—t—t-+-+— s ] b,

Dividimos [cg, bg] en dos intervalos iguales. Uno de ellos, al menos,

contiene infinitos términos de {a,}. Le llamamos [c1, b1]. Volvemos a g [
dividir y a elegir [ca, bo] con infinitos a, ... Tenemos asi una sucesién ¢, [ramm b,

de intervalos [cg, b] , cada uno con infinitos términos de la sucesion.

La sucesién cg, c1, ... es creciente y acotada superiormente por by . La csbm b,

bo, b1, ... es decreciente y estd acotada inferiormente por ¢y . Asi am-

bas tienen limite y es intuitivamente claro que el limite de las dos es el mismo. Le llamamos a .
Construimos una subsucesién de {a,} que tiende hacia a : elegimos a,, € [co, bo], an, € [c1,b1] con
n1 > ng (podemos, pues hay infinitos a, en [c,,, b1]),... No es dificil formalizar que a,; — a .

La siguiente definicién tampoco tiene mucha utilidad préctica:

Def. | {a,} es una sucesién de Cauchy si Ve AN € N tal que Vn,m > N se tiene que |a, —an,| < €

[la diferencia entre dos términos suficientemente altos es tan pequena como queramos]

Parece claro que si todos los términos de una sucesion se acercan a un limite se acercaran también
entre si, es decir, que toda sucesién convergente va a ser de Cauchy. Y lo contrario también es cierto
para las sucesiones en R:

Teorema: ‘ {an} converge < {a,} es de Cauchy ‘

=)Ve IN / k> N = |ap—a| < §; asi pues, sin,m > N, |ap —am| < |ap—a|+|am—a| < 5+5 =¢.
<) Se puede probar que: {a,} de Cauchy = {a,} acotada (la demostracion es parecida a la de las
convergentes). Por lo tanto, existe subsucesién {a,;} convergente hacia algiin real a . Veamos que
toda la sucesién {a,} tiende hacia ese a :

{a,} de Cauchy = 3N; tal que n,n; > N1 = |a, —an;| < § .

{an,;} convergente = 3N, tal que n; > No = |an; —al < § .
Por tanto: |a, — a| < |ay — an;| + |an, —a| < § + 5 =& si n > N=max{Ny, Na}.

Un conjunto se dice completo si toda sucesiéon de Cauchy converge hacia un elemento del propio
conjunto. Acabamos de ver que R lo es. Pero, por ejemplo, Q no lo es: hay sucesiones de Cauchy en
Q que no convergen a un racional (como la 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... obtenida anadiendo
decimales de 7, que es de Cauchy pero su limite se escapa de Q). Ello se debe a la inexistencia en Q
del axioma del extremo superior (por esta misma razén, en Q hay sucesiones monétonas y acotadas
sin limite en Q o sucesiones acotadas sin subsucesiones convergentes en Q). La definicién de conjunto
completo es importante en matematicas avanzadas.

Un dltimo sencillo resultado que relaciona los conjuntos cerrados y las sucesiones y que también
utilizaremos en alguna demostracion:

Teorema: | Si{a,} —ay {a,} C A cerrado = a € A

Pues el limite de una sucesién, si tiene infinitos términos distintos, es un punto de acumulacién de
ella, y, por tanto, también de A que es cerrado. Y si {a,} toma sélo un niimero finito de valores,
debe ser a, = a a partir de un N, con lo que, claramente, a € A.

[Para abiertos el teorema es falso: hay sucesiones {a,} C A abierto
cuyo limite no pertenece a A , como le ocurre a {1/n} C (0,1) ].
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Calculo de limites de sucesiones.

Los siguientes teoremas nos permitiran calcular un montén de limites sin utilizar € y V.

T | Sifan} — ay {b,} — b entonces:
CoremaA | (4 by} — a+b, {an—by} — a—b, {ab,} —ab,ysib#0, {=—1%)

+) Dado €,IN,/n > Ny = |an, —al < §y INy/n > Ny = |b, — b| < 5 .
Por tanto, |a, + b, — (a +b)| < |a, —a| + b, —b] < e, si n > N=max{N,, Ny} .

—) Casi igual que +).

) lanbn — ab| = |anb, — ab, + ab, — ab| < |a,, — a||b,| + |b, — b||a| . Hagamos pequetio esto:
Como {by} — b, dado €, IN, tal que n > Ny = |bp — b < 57 sia#0 (ysia=0,
|bn = blla] =0 < 5) ; {bn} convergente estd acotada: 3B tal que |b,| < B ; y como

elal _

{an} —a, 3N, / n> N, = |a, — a|] < 55 . Por tanto: |anbn—ab|<%+w—5.

an _ a| _ |ban—abtab—abn| - Ke , |a||b|Ke _ : 4 .
e — 5= oo < se T Sk — >SN > N =méx{Ni, N2, N3} donde:

como {b,} - b#0,3IN; /n>Ny = |b,|] > K >0;como {b,} —b,3INy/n> N,

:>|bn—b|<|l’2|§|6;ycomo{an}—>a,EINg/nzN3:>|an—a|<%.

/)

Las operaciones que involucran las sucesiones que tienden a +00 0 —oo son sélo algo mas
complicadas y vienen a formalizar la forma intuitiva en que se trabaja con los infinitos:

Sean {c¢,} = 0, {p} = p>0,{q} = ¢ <0, {a,} acotada , {i,} — oo .
Teorema: | Entonces: {a, + i,} — o0, {a, — i} — —00 , {chan} — 0, {an/in} — 0,
{pnzn} — 00, {ann} — —00 , {Zn/pn} — 00, {Zn/qn} — —00, ...

[como {cp}, {pn} v {gn} estdn acotadas, los resultados con la {a,} son también ciertos con ellas]
Probemos para cansarnos poco sélo un par de ellas, por ejemplo la primera y la iltima:
Sea |a,| < A, VK,a, + i, > i, — A> K , pues i, > K + A, sin es suficientemente grande.
Sin grande i, >0y 3Q/Q < ¢, < 0= VK , iy /qn < in/Q < K, pues i, > QK si n grande.

Podemos abreviar el teorema (jpero recordando que es sélo una notacién!) escribiendo:

« _ ) « _n” wacot __ » « _ ) woo )
acot£oo = £00” , “0-acot=0", “%% =07, “(£1)-00 = £00” , “F = Fo0” , ...

y también es cierto: “co + oo = 00", “oco - (oo) = £o0”, “(—1) - (—00) = 0, ... Es tentador
escribir “1/0 = 00”, pero es falso en general [ {(—1)"/n} — 0, pero su inversa {(—1)"n} no tiene
limite]. Si es cierto que si {p,} —p >0, {c,} — 0y ¢, > 0 entonces p,/c, — < .

Los limites con potencias se deduciran de los limites de funciones. Por ahora, admitimos:

Sean {b,} — b, {p,} —p>0,{¢.} —q¢<0,{in} — 0.
Teorema: . . ; ip>1
Entonces: {pt»} — p’, {it"} — oo, {i%"} — 0, {pir} — { gosflop<p 1
Podriamos escribir resumiendo, “co! = 00” | “co™! =07, “2%° = 00” ¢ “(1/2)® = 0" . Obsérvese

que no hay ninguna en que la base sea negativa [por ejemplo, no estd escrito (—oo)! ni (—2)*1:
las potencias racionales (y menos las reales, definidas a través del logaritmo) pueden no existir
[la sucesién {(—2)'/2"}, por ejemplo, no existe para ningtn n].
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A pesar de todos los teoremas ain quedan las llamadas indeterminaciones que resumimos:

0 [e's) 00 0 0
o0—00,0-00,5,2,1%,0", 00

Como siempre hay que interpretarlas en términos de sucesiones. Asi, la primera dice que si dos
sucesiones tienden a oo no se puede, en principio, asegurar hacia qué tiende su diferencia (por

2 - —0co,n—n— 0y n?—n — o). Para resolver alguna de ellas puede bastar un

ejemplo: n — n
truco algebraico como los que veremos en los ejemplos, pero en muchos casos se necesitaran técnicas

de limites de funciones (L’Hoépital o Taylor) y habra que esperar para saber calcular el limite.

Admitimos también los siguientes limites indeterminados que necesitaremos en series:

oan g va>0; n—1: {(1+c)V)} —e,si{c}—0

na

[El primero, de la forma 22, serd consecuencia de que: lim k’mia = lim Ve — (por L’Hépital).

a—1 —
T—00 oo &

De &l saldré el segundo: z'/* = el°82/% _ &0 = 1. El dltimo limite (del tipo 1°°) se deducird de que
la funcién (1 + x)l/ ¥ — e cuando # — 0. En vez de con integrales, se podria definir aqui el nimero
e como el limite de la sucesién (14 1)" (podrfamos ver que es creciente y acotada superiormente)].

Ej. Gracias a todo el trabajo anterior con los € ahora ya casi nunca habrd que acudir a la definicién.

n?+ (-1)"  1/n+(-1)"/n? 040 _ n® 4+ (-1)" 1+ (-1)"/n* 140 1

303 +2n  3+2/n? 3+0 ' 3wd+2n  3+2/n2  3+0 3’
(=D 4 (=1)"/nP o040 .
prg —_— = X0
3n3 4+ 2n 3+2/n? 3+0

[Las tres eran indeterminaciones y hemos tenido que reescribir la sucesion; en el cdlculo hemos
utilizado varios teoremas: n® = n - (n-n) — oo porque el producto de dos sucesiones que tienden
a oo tiende a oo; (—1)"/n3 — 0 porque “acotado/o0=0"; 1+ (—1)"/n3 — 1 porque la suma de
sucesiones tiende a la suma de los limites; limites de cocientes, mas limites con co...]

\/—l—n m—y[ L 1=0
n? —Tyn 5vn—17/n 5-00—0 ’
vnd—1—-n /1/n—1/n*=1/n  0-0
2T b—T/(nvm) 50 0
[Aqui hemos utilizado ademés que lim /a, = Viima, y “,/o0 = oo”que son casos particulares
de los limites de potencias vistos; lo probaremos directamente en problemas].

o bien,

Como se ve, para calcular limites de cocientes de polinomios y raices basta comparar los
términos con la maxima potencia de numerador y denominador (y se podrédn hacer a ojo: si
el numerador es mas pequeno, el cociente tenderd a 0, si ambos son del mismo orden aparecen los
coeficientes de los términos més gordos y si el denominador es mayor el limite serd + o — infinito).

13n
Ej. (-1)" ——] diverge, pues hay subsucesiones con distintos limites (pares — 13, impares — —13).

Ej. \/n3—1—n:n[1/n—n%—1} — “00- (00 —1) =00

[hemos sacado factor comin (lo habitual para co — co) para dejar claro que término mandabal

. _Wn—vn-1jlyntvn-1] _ 1
R Y Y. = S TFav T

[los 0o eran del mismo orden y ha habido que racionalizar; sacar factor comuin no servia aqui
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L1+ +n n(n+1) 1
Ej. = — =
n2+1 2(n?2+1) 2
[el nimero de sumandos crece con n; no es cierto que como -5 — 0 nuestra sucesién también)]
2 2
n n 1
Ej. = 1-0=0
S - T n—T)(n—6) (n—5)

Ej. [(-1)"+ \/5]3 — “(acot+00)? = 00% = 00”

g 3t 2t 142(2/3) 140 1
. — — = —
V3t o T 31 (2/3)"  3+0 3

1
Yn+logn 1""%%1
" Yn+logn s 1
vitlosn iy e

—1

[hemos ya admitido que logn es mucho més pequeno que n% a > 0 |
Ej. nl/n—l N 07; nl/(n—l) _ (nl/n)# 11 =1 :
(7n® — 1)M/m = (nt/my? (7 — 1)V 1370 =1
[utilizando en los dos tltimos que (a’) = a®® y el limite admitido en la pagina anterior n!'/" — 1]
—n2 n?
6n + 1 —n’ « o—00 1 ” 3n2 + 1 " 1 _(3n2+2) 3n242
Serm= k=0 T = |0 e
3n +2 3ns + 2 3nc + 2

200 ’
[la primera era sencilla, pero como 17> es indeterminado, en la segunda buscamos el nimero e
identificando la {¢,} — 0 y poniendo lo que sobra fuera del corchete]

1/3

5

— €

Ej. {senn} = 0.841.., 0.909.., 0.141.., -0.757.., -0.959.., -0.279.., 0.656.., 0.989.., 0.412.., . ..

[las funciones trigonométricas siempre en radianes]; parece que no tiene limite y se prueba (es dificil)
que es asi; como es acotada, tendra subsucesiones convergentes, pero no sabemos cuéles.

[Cuando veamos que senz, cosz, logz, ...son continuas en todo su dominio podremos decir que:

si {b,} — b entonces {senb,,} — senb , {cosb,} — cosb , {logb,} — logh (b>0), ...

y con ello serd muy fécil calcular, por ejemplo, {sen 525} — sen 5 =1 6 {log 145} logl =0].

Ej. Calculemos el limite de a™ para todos los a € R sin hacer uso de teoremas no demostrados:

sia>1,a=1+4h, con h > 0 ; desarrollando el binomio:
a*=(14+h)"=14+nh+--->nh>K , VK, sin gordo = a" — o0 ;

sia=1,1"=1,1,1,... — 1 (esto no es ninguna indeterminacién);

siae(O,l),l/a>1,a”:W—> “é:()” ;

sia=0,0"=0,0,0,... — 0 (no estaba en el teorema de las potencias) ;

sia € (—1,0), a" = (—=1)"(—a)™ — “acot-0 = 0" (tampoco estaba);

sia=-1,(-1)"=-1,1,-1,1, ... diverge;

sia<—1,a"=(-1)"(—a)" ; como (—a)” — oo , a™ toma valores grandes
positivos y negativos = diverge (ni siquiera tiende a 400 0 —o0).
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2.3. Limites de funciones y funciones continuas

f tiende a L (o tiene por limite L ) cuando z tiende hacia a si
Def. | ¥e > 039 > 0 tal que si « cumple 0 < |z —a| < ¢ entonces |f(z) —L| < ¢ .
Esto se representa: f(x) — L o bien lim f(z)=1L.

r—a

les decir, Ve > 0 36 > 0 tal que si x € B*(a,d) = f(z) € B(L,¢) |
[En la definicién estd implicito que a es un punto interior de domf U {a} para que f tenga
sentido en B* ; también esta claro que no importa para nada el valor de f en a , ni siquiera si
la funcién esta o no definida en el punto; también es evidente que el 4 no es tnico: si hemos
encontrado un ¢ nos vale también cualquier §* més pequeno.

[ )
Graficamente: Para todo debe ser posible encontrar B8 L+egq--------- T -/4 -
tal que Kesté dentro de la banda LH’X
, __________ L—ehdd - - 7- B EEE EEEE
[evidentemente el § no es tnico: si hemos encontrado I
un ¢ nos vale también cualquier 6* més pequeno] —— adaatd

Ej. fi(x) = 22 . Gréficamente est4 claro que lim f;(z) = o Va .
r—a

Comprobémoslo para a = 0 . Dado cualquier § , tomando § = /e
se tiene que si0 < [z — 0| = |z| <d == [22 - 0| = |z|* < ¢.
Para otros a es dificil hallar el limite utilizando simplemente la

definicién, pero sera un limite trivial en cuanto dispongamos de
los teoremas que veremos.

Ej. fo(z) = 23 arctan% . Esta funcién no estd definida en 0 , pero veamos que fa(x) - 0sixz — 0 .
Para cualquier € debe ser |f2(x)| < € si |z| es lo suficientemente pequenio. Como
|23 arctan 2| < Z[z3| = Z[z| , bastard tomar |z| < § = {/2 para que |23 arctan 2| < ¢ .

[Como siempre, para trabajar con una definicién de este tipo (que serd innecesaria cuando veamos
unos cuantos teoremas), partimos de lo que queremos hacer pequeno y utilizamos desigualdades
crecientes hasta que quede claro cudl es el § que garantiza que lo inicial es < ¢].

Ej. falz) = { (1) s.i 3c.raci(?nal1 . Intuitivamente parece claro que f3 no tiene limite para ningin a.
S1 Z Irraclona Por ejemplo, L = 1 no puede ser el limite de f3(z) cuando
____________________ x — a (racional o irracional) pues por pequeno que sea el ¢

R e EE L PR hay siempre z del entorno (los irracionales) con |f3(z) — 1| > ¢
i == (para los € < 1). Lo mismo pasa con otros posibles limites.
a

[La negacién de que f — L cuando x — a es la siguiente
afirmacion: existe un ¢ tal que para todo § existen z con |z —a| < ¢ pero cumpliendo |f(z) — L| > ¢
(la negacién de que ‘en toda clase hay algun estudiante que, si se examina, aprueba’, es que ‘hay
una clase en que todos los estudiantes que se examinan suspenden’)].

—1sia<0

Ej. fi(x) = { _11 12 <0 By f4eil ver que }jll)r(llle(x) = { 1 sia>0

G150 (basta tomar 6 < |a|).

I Pero no tiene limite cuando  — 0. Para ¢ < 1 hay = con |z| < § para

= los que | f4(z) — L| > &, por pequeno que sea J, sea quien sea L (1, —1 o
— > cualquier otro nimero). Sin embargo, tiende a 1 6 —1 si s6lo nos fijamos
en los z positivos o en z los negativos (lo que no sucede con fs ).
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Este tltimo ejemplo nos lleva a definir los limites laterales:

Def.
tiende a L por la derecha (izquierda) cuandox — a | lim f(x) =L (lim f(x) =L
at -

siVe > 036 > 0tal quesiz cumple0 < x—a <0 (0 < a—x <) entonces |f(z)—L| < e

Como0<|zr—al|<d & 0<zrx—a<d y 0<a—z<§,esinmediato que:

Teorema: | lim f(r) = L < existen lim f(z)y lim f(x), y coinciden con L
Tr—a~

T—a r—at

Por tanto, si no existe un limite lateral, o si existiendo no coinciden, no existe el limite.
Ej. mli%h fa(x) =1, pues Ve, para cualquier § que escojamos, si 0 < z < d es |fa(z) — 1| =0 < e.

li%l— fa(xz) = —1, pues Ve para cualquier §, 0 <—z< d & —d <x< 0= |fs(z) — (-1)|=0<e.

mEsto prueba que no existe el }:I_)I% fa(x). [SI existe mligl— fa(z) = Ili)nlrgr falx)=1= };1—% fa(x)].

Para ver si una f tiene limite, en general, no serd necesario calcular los laterales. Sélo lo haremos
cuando cuando la f sea diferente a ambos lados de a (como en el ejemplo anterior en z = 0).

El siguiente teorema nos serda muy util para demostrar facilmente bastantes otros a partir
de las propiedades de las sucesiones y, en el futuro, para calcular limites de sucesiones que
ain no sabemos hacer utilizando las potentes técnicas de limites de funciones.

Teorema:

lim f(x) = L < toda sucesién {a,} Cdomf — {a} con a,, — a satisface f(a,) — L

T—a n—00 n—00

=) Sabemos que Ve 30 / si0 < [zr —a| < d = |f(z) - L| <e.
Como a, — a ,3IN / n > N = l|a, —al] < § y por tanto
|f(a,) — L| < e, con lo que la sucesién {f(a,)} tiende a L .

<) Si f(z) no tiende a L existe € > 0 tal que para todo 6 > 0
existe algin = con 0 < |z —a| < § pero |f(z) — L] > ¢ . En
particular, para todo n existe algin a, con 0 < |a, —a|] < 1/n
pero | f(a,) — L| > € : existe, pues, {a,} que converge hacia a pero con {f(a,)} 4~ L .

Gracias al teorema, para ver que una f no tiene limite en a bastara encontrar una {a,}
(formada por puntos de domf) que tienda hacia a y tal que {f(a,)} diverja, o bien encontrar
dos sucesiones {a,} y {b,} tales que {f(a,)} v {f(bn)} tiendan hacia distintos limites. Esto
nos permite formalizar en bastantes ocasiones de forma sencilla la no existencia de limites sin
tener que acudir a la negacién de la definicion:

Ej. f3 no tiene limite en a pues si {a, } es una sucesién de irracionales y {b,,} de racionales tendiendo
hacia a, se tiene que f(a,) — O mientras que f(b,,) — 1. (Dichas sucesiones siempre se pueden
bl n n
encontrar, pues en cualquier entorno de a hay infinitos racionales e irracionales).

Ej. Como a, = # — 0 pero {fa(a,)} = —1,1,—1,1, ... diverge = f4 no tiene limite en z = 0.

[Para otras sucesiones b, — 0 si existe el limite de {f4(b,)} (por ejemplo, para cualquier {b,}
con b, > 0 dicho limite es 1); pero el teorema pide que todas converjan y que el limite de todas
sea el mismo; por eso no es 1til, en general, para calcular limites de funciones concretas].
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Otras definiciones incluyen ” 00” (no son limites normales; como siempre co es sélo un simbolo):

Def. | lim f(z) =L [ lim f(z)=L]siVe>03M /siz>M [z <M] = |f(z)— L] <e

Def. | lim f(z) =00 [-o0] siVK 3§ >0 /si0< |z —a|] <d= f(z) > K [f(z) < K]

r—a

Def.| lim f(z) =cosiVK IM /six > M = f(z) > K

r—00
[Andlogamente lim f(z) = —oo, lim f(z) =00, ... ]
T—a~ T——00
Un par de interpretaciones geométricas: =‘ f(z) — o0
r r—a
flx) — L
r—00

/ =k

Ej. La funcién f5(x):%—>00uandox—>oopuesV€>OElM:%tal quesix>%=>\%—0\<€,
ytiendeaoocuandox—>0+puesVKEl(5:%talquesi()<x—0<%$%>K.

Ej. fo(z) = &z +thx — oo, porque VK IM tal que fo(v) > Jr—1>Ksiz>M = (K+1)3.
r—00

Se pueden probar relaciones entre estos nuevos ‘limites’ y los de sucesiones. Por ejemplo:

Teorema:
lim f(z) = L < toda sucesiéon {a,} Cdomf con a, — oo cumple f(a,) — L
T—00 n—oo n—oo
Teorema:

lim f(x) = 0o < toda sucesiéon {a,} Cdomf — {a} con a, — a cumple f(a,) — oo

T—a n—oo n—oo

Como consecuencia de los limites de sucesiones se puede demostrar ahora facilmente:

flz) - L,g(z) = M=f+g9g - L+tM , f-g — L-M.

f

Teorema: Siademas M #0= -~ — — .
g r—a M

Lo anterior es vélido si se sustituye a por a™ , a~ , +00 6 —o0 .

Todas se demuestran igual. Por ejemplo, la primera: Sea a,, — a , a, # a . Por tender la
suma de dos sucesiones a la suma de los limites:

lim (f £¢)(a,) = lim f(a,) £ limg(a,) =L+ M = lim (f+g)(x) =L+ M

[se pueden probar directamente, como en los libros (como el Spivak) que tratan antes las funciones
que las sucesiones; la de la + por ejemplo:
Ve, |f(x)+g(z)— L— M| <|f(x) — L]+ |g(x) — M| < e si |x —a| < 6 = min{dy, d2} , siendo
01y 02 tales que: [f(z) = L| < §si0< |z —al <d1, |g(x) - M| < 5s10<|z—al<d

(estos ¢ existen por tener limite f y g )].
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A partir del concepto de limite definimos la continuidad. Ahora si importa el valor de f en a:

Def f es continua en un punto a (interior al dominio de f ) si lim f(z) = f(a) , es
er. r—a
decir, si Ve > 0 35 > 0 tal que si x cumple |z — a| < ¢ entonces |f(z) — f(a)| < e .

[luego una f no es continua si no existe limite o no existe f(a) o si existiendo no coinciden]

Ej. Cuatro funciones continuas en cualquier punto a son:

f(z) = c: ¥e > 0 vale cualquier § para que |z —a| <J=|c—c|=0<e.
f(x) = : Ve > 0 basta tomar § = ¢ para que |t —a| <d=¢ = |z —a|] <e.
f(x) = |z| : Ve > 0 tomando 0 = ¢ es ||z| — |a|]| < |x —a] <esi |z —a] <.
f(z) =senz : Ve >0, si |z —a| <& =e se cumple:

|senx — sena| = |2sen Z5% cos 2| < 2| sen 54| < 2@ <e.

Ej. fo(z) = 23 arctan% no es continua en 0 , pues no estd definida en ese punto. Pero si definimos
f2(0) = 0 si lo es, pues, como vimos, fa(x) — 0 si z — 0. Si definiésemos f(0) = 7 serfa discontinua.
[f4 no puede hacerse continua en 0, definamos como definamos f4(0), pues no posee limite en z = 0]

Del teorema andlogo de limites se obtiene la caracterizacion de la continuidad con sucesiones:
Teorema:

f es continua en a < toda sucesién {a,} Cdomf con a,, — a cumple f(a,) — f(a)

n—00 n—00

[por tanto lim f(a,) = f( lim a,) si f es continua (no, si es discontinua)]
n—oo n—oo

Hemos definido la continuidad en un punto. En intervalos:

f es continua en (a,b) si es continua en todo x de (a,b) .
f es continua en [a,b] si es continua en (a,b) , lim f(x)= f(a) y lim f(x)= f(b) .

r—b—

Def.

[No podemos decir simplemente ‘continua en todo = € [a, b]’, pues a y b no son puntos interiores]

De los teoremas para los limites de funciones se deduce:

Si fy g son continuas en a entonces f+g¢g, f —¢g, f-g son continuas en a .

Teorema: | q; . demas g(a) # 0, también f/g es continua en a .

iedad " . .
Eiiriiﬁt;) = }gr(llf(x) . }}E}I{l}g(l‘) = f(a)-g(a) . Las otras igual.

Por ejemplo, lim(f - g)(z) =

Teorema: | ¢ continua en a y f continua en g(a) = fog continua en a .

in—a = i) =g = eadlan) = flglan) = flgla)) = (Feg)(a)

[g cont. en a] [f cont. en g(a

Teorema:

f continua en a y estrictamente monétona en un entorno de a = f~! continua en f(a) .

Supongamos f estrictamente creciente (si fuera decreciente, se demostraria
andlogamente). Ve buscamos § tal que |y — f(a)| < d = |f"'(y) —a| <e

(osea, fla) —d<y< fla)+d=>a—c< f(y)<a+e). fare)
El dibujo sugiere tomar § = min{f(a+¢)— f(a), f(a)— f(a—e)} > 0. f(afg))
Entonces: f(a) —d <y < f(a)+d = fla—¢) <y < f(a+¢) [porque

fla)+6 < flate), fla—e) < fla) =0l =a—c<fy) <ate
[porque f~! creciente]
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Comprobemos, utilizando los teoremas anteriores, que:
todas las funciones elementales (descritas en 2.1) son continuas en su dominio:

Los polinomios P(z) = apz" + a12" ' + - - - + a,, son continuos en todo R
(ya que son sumas y productos de funciones continuas en todo a de R).

P(@)
Q(z)

Las raices {/x son continuas en su dominio: R si n impar, R; si n par (en z = 0 , hablamos
de limite por la derecha), por ser inversas de funciones estrictamente crecientes y continuas.

Las funciones racionales (cocientes de polinomios ) son continuas Ya con Q(a) # 0 .

Las funciones trigonométricas y sus inversas también son continuas en su dominio:
Ya vimos que sen x era continua Va € R .
cosz = sen (v + %) es continua Va por ser composicién de funciones continuas Va .

senx

tanz = es continua si cosz # 0 , es decir, six # 5+ km, k€ Z .

arc sen a:, arccosx en [—1, 1] y arctan x Vz, inversas de mondtonas continuas, son continuas.
Para probar la continuidad de exponenciales y logaritmos, con la definicion dada, hay que
esperar al estudio de las integrales. El teorema fundamental de calculo integral asegurara que
logz = f1 < es continua Vx > 0 . De ahi deducimos la continuidad de las demés:

T

e’ es continua en R por ser inversa de continua. Y por ser COH’lpOSICIOH de continuas:

xb = €198 continua en (0,00) [si b > 0 en [0, 00), tomando 0 como su valor en 0],
b* = e¥18% (h > 0) continua Vz , log, v = logm (b>0,b# 1) continua Yz > 0 .
Las funciones hiperbdlicas, sumas y comentes con denominadores no nulos de funciones

continuas, son también continuas en todo su dominio R.

Combinando todo lo anterior podemos afirmar que muchisimas funciones son continuas en casi
todos los puntos sin necesidad de aplicar la definicién (el trabajo con los e lo hemos hecho en los
teoremas, sobre todo en los de sucesiones, y sélo para funciones muy raras habré que acudir a ellos).

e®/(@=1) 1 arctan [log (x2 +1)] — cos® x + Yz
shx [3 + arcsen §]

EJ f7(1‘) =

el numerador lo es en [0,00) — {1}, pues arctan [log (z? + 1)] — cos
composiciones de continuas) la raiz en Ry y la exponencial si  # 1; el denominador es continuo en

es continua en (0,1)N(1,3] :

32 es continua en R (suma de

[—3, 3] (por el arcsen £ ) y sélo se anula en 0 (arcsen como mucho vale —7 /2y s6lo sh0 = 0).

Teniendo tantas funciones continuas el calculo de limites sera muy sencillo casi siempre
pues bastard sustituir  por a en la expresiéon de la funcién: fr(z) — f7(2) si © — 2, por
ejemplo, por ser fr continua en 2. También hay otros limites sencillos utilizando propiedades
andlogas a las de sucesiones (demostrables basdndose en aquellas, y utilizando los teoremas que
relacionan limites de funciones y de sucesiones (o directamente)) que podemos esquematizar:

“‘ctoo=20", ‘00400 =00", “acottoo = to0” , “c0 00 =0o0" , “0-acot=0",
“L = (7, «alt — (g7 “e.(doo) = £00” sic > O “EX = 400" sic > 0
+o0 ’ foo ’
W c 14 — 7 w00 ___ 2 (4 — 77

5 = To" sic>0, log(oo)—oo , ‘e =o00” =0

propiedades que hay que leer en el sentido de limites; por ejemplo, “c + oo = £+00” significa
que si una funcién tiende a ¢ y otra a + é a — 0o (cuando * — a 6 a* 6 a” 6 400 6 —0),
la suma de ambas tiende, respectivamente, a +00 6 —oo. La notacién +0 (—0) significa que
f — 0siendo f >0 (f <0).

arctan [log2] — cos® 1 + 1
a1t o z—1- sh1[3 + arcsen (1/3)]

].

[Con esto, se tiene que lim f7( ) =00 (££2) y lim fr(x) =
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Como ocurria en sucesiones, a pesar de tanto teorema siguen quedando limites dificiles: los
indeterminados, que sélo sabremos calcular una vez que estudiemos derivadas (por ejemplo,
el limite de f7 si z — 0T, pues es de la forma ) Recordamos que las indeterminaciones son:

0 00 0
o©—00,0-00,5,2,1%,0 , oo’

Vamos a calcular un primer limite indeterminado que pronto vamos a necesitar (serd inmediato

con L’Hopital o polinomios de Taylor). Usamos sélo propiedades trigonométricas (basadas en

la no muy rigurosa definicién de sen z, que ya hemos dicho que aceptamos) y el teorema:

Sif(z) <g(x)<h(z)ylimf=limh=L=1limg=1L
(x—a,a", a”, +00 6 —o0, todos valen )

pues L —e < f(z) < g(z) <h(x) < L+e=|g(x) - L| < e,

y los < de los extremos se dan porque f,h — L . /'

sen r

Teorema:

— 1 |.Siz >0, por el signiﬁcado geométrico de senz y tan x: tanx
r x—0 senx

seny <x < 2= 1< < = cosy < *E <. X
senx cosxT 0 1
Como cosx — 1 , el teorema de arriba prueba el limite para z > 0 . /

z—0t

Si x < 0, por ser 32Z — W , reducimos el limite al anterior.

En el calculo de limites seré, en ocasiones, conveniente realizar cambios de variable como:

Teorema [cambio ¢ = g(z)]:
Si g es continuaen a , g(x) #ga)siz #ay lim f(t)=L = lim f(g(z)) =L

t—g(a) r—a

[casi igual que la demostracién de la continuidad de fog |
Ej. Con este teorema podemos deducir del limite de arriba algtin otro del tipo g 9
sen (z + 5)
m ——=
z——5 Tr+5
Otro que exige algo de ingenio (pero que serd muy facil cuando estudiemos los desarrollos de Taylor):

=1 [t=g(x)=2x+5 es continua, no se anula si  # -5y =t — 17,

, 1l—cosz , 1 o l—cos®z 1, senx\2 1
hm72: im lim 5 = — lim = — .
x—0 x z—0 1+ cosz z—0 x 2 z—0 €T 2

Mas faciles de calcular son (no son indeterminados):

sen x 2 , sen x , ., .
lim ==, lim =0 [“aCOt”] , lim xzsen i = 0 [“0-acot” o reduciéndolo al anterior]
g;_>% €T T x—Foo g z—0 x
. ., tan(2?) . sen(z?) , x 0
Complicandolo un poco: lim ————= = lim 5 fm w=1-—-=0.
z—0 z—0 X z—0 COS ((L‘ ) 1
Como ningun teorema nos dice nada sobre el siguiente, tenemos que acudir a la definicion:
. tan (2? . . e o :
lim y no existe porque la funcién se va al infinito infinitas veces (si z = [§ + kx)t/?)

T—00 x
y por tanto su grafica se sale de la banda limitada por y = L+¢c ey = L — ¢ sea cudl sea el L .

De cada limite de funciones podemos deducir un montén de limites de sucesiones
gracias a los teoremas que los relacionan (pero por ahora solo sabemos calcular tres o cuatro
indeterminados; en el futuro hallaremos muchisimos mas):

\/_ \/ﬁ

Ej. hm cos &5 =1, porque -7 — 0, cosz es continua en x =0y cos0 = 1.

Ej. lim n2sen =1, porque n—2 —0yg(x)=

n—oo

Sen—(9[”)—>1(:uandoav—>0.
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2.4. Teoremas sobre funciones continuas en intervalos

Teorema:

f continuaen cy f(c) >0 [< 0] = 35 > 0 tal que f(z) >0 [<0] siz € (c—0,c+0)

Dado ¢ = f(c¢) , 30 >0/ si |z —c| < = |f(z) — f(c)] < f(c) = f i
f(x)— f(c) > —=f(c) = f(z) > 0 [si f(c) <0 tomamos ¢ = — f(c)] H

Teorema: (de Bolzano para funciones continuas):

f continua en [a,b] y f(a) <0< f(b) =
existe algin ¢ € (a,b) tal que f(c) =0

la gréfica corta el eje z en algin punto (el teorema no dice dénde), quizds en mas de uno|

Sea A = {x €[a,b]: f(x) <0} # ¢ (a € A) y acotado superiormente (por b) = existe c=supA.
Probemos que f(c¢) =0 : no es cota

Si f(c) <0=30/f(x) <0en (¢c—d,c+ )y cno seria cota de A. C—m )

Si f(¢) >0=36/f(x) >0 en (c— 0, c+6) y habria cotas menores. __-/ E‘é&%&? g

En ninguno de los dos casos ¢ podria ser el supremo de A . €

Teorema:

f continua en [a,b] = f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b)

[normalmente tomard més y si f no es continua, no tiene
que tomarlos, como muestran los dibujos de la izquierda

Si f(a) < f(b) , sea p con f(a) < p < f(b) . La funcién
g = f—p es continua en [a, b] con g(a) < 0 < g(b) . El teorema de Bolzano asegura que existe
¢ € (a,b) con g(c) = 0, es decir, con f(c) =p.Si f(a) > p > f(b), como —f es continua y
—f(a) < —p < —f(b) = Jc € (a,b) tal que —f(c) = —p.

Hemos hablado de conjuntos acotados y definido maximo de un conjunto, pero no de
una funcién. De forma natural, se dice que f esta acotada en A C R si lo estd el conjunto
f(A) = {f(x) : x € A} y se define valor maximo de f en A como el médximo del conjunto
f(A) (en caso de que exista). Andlogamente se define valor minimo de f en A .

Ej. La funcién del dibujo (que si es acotada) no tiene valor méximo en [a, ],
aunque si valor minimo (se alcanza en b y su valor es 0 ); estd claro que
no es continua en [a, b] .

Teorema: | f continua en [a,b] = f acotada en [a, b]

Si f no estuviese acotada superiormente para cadan € N podriamos escoger un x,, € I = [a, b
con f(x,) > n . Como {r,} acotada, existe {z,,} — x, € I (por ser cerrado). Como f es
continua en x, tendriamos f(z,;) — f(z,) , lo que es imposible pues { f(xy,)} no estd acotada
(> n;) y no puede converger. [Andlogamente se veria que esta acotada inferiormente].

El teorema no es cierto para (a,b) 6 [a,0):
Ej. f(z) = 1/x es continua pero no acotada en (0, 1)

y a f(x) = z le pasa lo mismo en [0, c0).
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Teorema:

f continua en [a, b] = existen los valores maximo y minimo de f en [a, b]

O sea, existen y, z € [a, b] tales que f(z) < f(x) < f(y) para todo z € [a, b].
[estos ¥y, z no tienen porque ser tnicos, desde luego]

Sea M=supf(I). Existe {y,} C I tal que M — L < f(y,) < M Vn. Por tanto, f(y,) — M.

Podria {y,} no ser convergente pero, siendo acotada, existird {yn]} subsucesion convergente

hacia un y € I. Como f continua en I, f(y) = lim f(y,,) = M y, por tanto, el supremo
pertenece a f(I). Andlogamente, o considerando — f , se ve que el infimo también se alcanza.

[En la demostracion se ve que el teorema es vélido en conjuntos cerrados y acotados
(se les llama compactos y son importantes en el calculo mas avanzado)].

Tampoco este teorema es cierto sustituyendo [a, b] por (a,b) o por [a, c0):
Ej. f(z) = 1/x es continua en (0,1) pero no alcanza su méximo ni su minimo en (0,1).
Ej. f(x) = x no tiene méximo en [0, 00) (su valor minimo existe y vale 0 ).

Avanzamos ahora hacia la definiciéon de funcién uniformemente continua en un intervalo I:
f era continua en I si lo era en cada x de I (limites laterales en los posibles extremos de I ), es
decir, si Va € I y Ve existe un d(e, z) tal que Vy € I si |y — x| < § entonces |f(y) — f(z)| <e .

Ej. Consideremos f(z) =1 . En (0,1) sabemos que es continua:
xX

Vz y Ve existe un 6 tal que si |y — x| < 0 = \%—%\ <e
Pero dado un ¢ se ve que el § que debemos tomar es mas pequeno
segun consideremos un z mas pequeno. Intuitivamente estd claro que
no podemos encontrar un 0 que nos valga para todos los z de (0,1): 1
por pequeiio que sea d, si x es muy pequeno, la funcién tomara valores
muy diferentes en (x — d,z + ) . Para la misma funcién en [1, c0) ,
sin embargo, se ve que dado un ¢ existe un § que es valido para todos 1
los x del intervalo (el que valga para = = 1 valdrd para también para los > 1 ).

f es uniformemente continua en [ si

Def. Ve existe un () tal que Va,y € I si |y — x| < § entonces |f(y) — f(x)| < e

Evidentemente: ‘ f uniformemente continua en I = f continua en I |, pero < es falso en general:

Ej. Acabemos de formalizar que f(z) = 1/x no es uniformemente continua en (0,1) :
Sea ¢ = 1. Por pequeno que sea § encontramos z,y € (0,1) con |y — x| < § pero |1/y—1/z| > €.
Por ejemplo, z = 2 | y = d satisfacen |y — z| = 32 < § pero \% — =251 (puesd<1)
Formalizamos ahora que f(x) = 1/z si es uniformemente continua en [1, c0) :
Ve 30 = € tal que Va,y € [1,00) con |y — z| < § = \%—%\ :% <|ly—z|<e

La implicacién hacia la izquierda si es vélida cuando I = [a, b] :

Teorema: ‘ f continua en [a, b] = f uniformemente continua en [a, b] ‘

Por reduccién al absurdo. Supongamos a la vez f continua y no uniformemente continua en [a, b].
Existe, pues, € > 0 tal que V6 > 0 podemos encontrar z,y con |y —z| < § pero |f(y) — f(z)| > ¢ . En
particular, para cada d = 1/n tenemos {z,}, {yn} C [a,b] con |yp,—zy| < 1/ny |f(yn)—f(xn)| > € Vn.
{z,} acotada = I{x,, } convergente a un c (€ [a, b] por ser cerrado) = f(zy,) — f(c) ( f continua).
Como |yn; — ;| < 1/nj — 0 también f(y,;) — f(c)y por tanto |f(yn;) — f(zn;)| — 0, lo que
estd en clara contradiccién con el hecho de que [f(yn,) — f(@n,;)| > € ¥n; .

[en la demostracién se ve que también este teorema serd valido en cualquier conjunto compacto]
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