6. Introduccion al calculo en C

6.1. Funciones de variable compleja

Veamos algunas propiedades del conjunto de los nimeros complejos C={z = a+ib : a,b € R}.
No hay ningtin ntimero real = tal que 2 + 1 = 0 . Para que esa ecuacién tenga solucién es
necesario introducir el nimero imaginario i: i = —1 . En C estén definidas las operaciones
suma y producto:
(a+1b)+ (c+1id) = (a+c)+i(b+d), (a+1ib) - (c+1id) = (ac — bd) + i (ad + bc)
Con estas dos operaciones C es un cuerpo: + y - son asociativas y conmutativas, existe la
distributiva, existen elementos neutros ( z+0=zy z-1 =z ) e inversos:
Vz=a+ib3d—2=—a—ibtal que z+ (—2) =0

-1 __ b
VZ#OHZI— 2402

Se define diferencia y cociente de complejos como: z —w = z+ (—w) , zw =z-w  siw #0 .

e — tal que z- 271 =1

[No se puede, a diferencia de R, definir un orden en C compatible con las operaciones anteriores].
Dado z =x + iy , el conjugado de z es Z=x —iy;y el médulo de z es |z| = /22412 .

Representando cada nimero complejo z = x 4+ iy como el punto del
plano de coordenadas (x,y), es facil ver que el complejo suma z + w
estd en el vértice opuesto al origen de un paralelogramo dos de cuyos
lados son los segmentos que unen z y w con O = (0,0) . El conjugado
de z es la reflexion de z respecto de y = 0. El modulo es la distancia
desde z al origen. La distancia de z a w viene dada por |z — w| .

z+w

7Z=x-y
Algunas propiedades de demostracion inmediata son:

Z=2,2YW=24T,—2=-2,20=2-W,2L=2)", 2P=2-Z, |2 -w| = |7| - |w]|
Mas dificil es probar (ver Spivak) que |z 4+ w| < |z| + |w]| (el significado geométrico es claro).

Un z se puede escribir utilizando coordenadas polares: z = x + iy = r(cosf + i senf),
donde r = |z| y 0 es el dngulo que forma el segmento Oz con el eje x positivo. El 6 no es
unico: todos los 6 + 2km nos dan el mismo z. Cualquiera de ellos se llama argumento de z.
El argumento principal es el 6 tal que 0 < 6 < 27 . El 0 se halla utilizando que tanf = y/x
y mirando el cuadrante en que esta el z.

Ej. Para z = —2 +2i es |z| = 2/2 ; como tanf = —1 y z estd en el tercer cuadrante, se
puede escribir z (con el argumento principal) en la forma z = 2v/2 [cos 2F + i sen 2]

(6 con otro 0: 2z = 2v/2[cos 1T + i sen LIT] ).
Més adelante veremos que si 6 es cualquier real: e = cosf + isen 6 (complejo de médulo 1).
Esto nos proporciona una forma maés corta de expresar un complejo en polares:

z=re? donde r = |z| y 6 es un argumento de z.
Las formas polares son muy ttiles para efectuar productos y potencias:
Si z =re? | w = se'® entonces:

2w =rsel® = rslcos(f+a) +isen(f+a)],

z gei(ﬂ—a) = L [cos(f—a) +1isen(f—a)],

2" = el = r(cosnf + i sennd) .
[las dos primeras son inmediatas y la del 2™ se prueba por induccion]
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Todo z = re'? # 0 tiene exactamente n raices n-simas distintas dadas por

Wz = Yre? = Yr(cosd +isen ) con ¢ = % ,k=0,...,n—1.
[basta elevar a n y observar que si k = n,n+1, ... se repiten los dngulos de AG)ﬂ‘
antes; vemos que las n raices estan en los vértices de un poligono regular]. ’ vr

Hagamos una serie de operaciones de repaso de la aritmética compleja:

Ej. Calcular @ Basta hacer uso de las propiedades del médulo: | | = ||23+;|h| = % =5 .
[Vamos ahora a hacerlo dando un rodeo calculando el complejo que estd dentro del médulo:
1[32:?1] = [[321 Jj][[; j] = 3= 8+61+41 = —1 4 2i, cuyo médulo es, desde luego, v/5 |

Ej. Calcular w = (1 —1i)® | directamente y en polares:
w=1+46(—i) + 15(—i)% +20(—i)3 + 15(—1)* +6(—i)5 + (—1)® = 1 — 61— 15+ 201+ 15— 6i— 1 = 8i
r=+v2,tanf=—-1— 0= %’r (0 del cuarto cuadrante) — (\/5617”/4)6 — Rel217/2 — gel™/2 — §j

Ej. Hallar las raices ciibicas de z = % .
Podemos hacer: z = Hi”}:} =08 =3 4 4i= elarctan(4/3) () ien, ;

T4i= 5\/—eiarctan(1/7) 1—i= \/—6—177r/4 — » — Kellarctan (1/7)+m/4] / 35
[las dos expresiones de z coinciden, pues arctanx + arctany = arctan m+yy ]
Por tanto, /z = /5 €% donde ¢ = w ,k=0,1,2. Con calculadora:

0= arctan% ~ 0.927 ; ¢ = 0.309, 2.403, 4.498 — z =~ 1.6340.52i, —1.26+1.15i, —0.36—1.671

Ej. Factorizar el polinomio real z* + 1 (lo habfamos necesitado para hallar una primitiva de 5.5).
Las raices del polinomio son las 4 raices de —1 = 1e'™ que son v/1€? con ¢ = T %TW , %’r , %’r .
Es decir, 219 = g [1+i], 234 = \/_ [-1+1i], complejos conjugados dos a dos, como debian
(a las mismas raices llegariamos buscando los z tales que 22 = =i, pero serfa mucho més largo).

Por tanto: 2*+1 = [(x—zl)(x—,zQ)][(x—23)(x—24)] = [22— (21 +22) T+ 2129) [0 — (23 +24) T+ 23.24]

— 2t +1=[22 - V2x+ 12?2+ V22 +1]
Ej. Hallar las raices de la ecuacién 22 —iz —1 —i = 0. La férmula z = %[—b + V/b% — 4ac] sigue
siendo vélida interpretando +v/b? — 4ac como las dos raices del complejo (no tiene sentido decir ‘la
raiz positiva’ de un complejo). En nuestro caso: z = %[1 + /3 +41i]. Trabajemos en cartesianas:
buscamos z = x +iy tal que sea 22 = 22 — 3% +2zyi = 3 +4i. Debe ser 22 —y? = 3 y 22y = 4.
Hay dos soluciones reales de este sistema: x =2,y =1y x = =2, y = —1. [En polares obtendriamos
V5el? ¢ = %(4/3) + km , k=0,1, que deben coincidir con +(2 + 1) ]. Las raices buscadas son:
=11+ (2+1)=1+4i y z2=3%[i-(2+i)]=-1.
Ej. Representar en el plano complejo los z que cumplen |z —i]| < 2.
Siz=x+iy,estoequivalea |[r+i(y—1)| <222+ (y—1)2<4.

Los z buscados son los del circulo sin borde de centro (0,1) y radio 2
(claro, los z que distan del complejo i menos que 2).

Ej. Expresar cos360 y sen 36 en términos de cosf y sen  utilizando potencias de complejos.
cos 30 +i sen 30 = 30 = [610]3 = [cos O +isen 0] = cos? @ — 3 cos @ sen? O +i[3 cos? f sen § — sen> 0]
= cos30 =4cos®f —3cosf y sen3f = 3send — 4sen3d

[sale usando sélo propiedades reales de senos y cosenos de sumas, pero es bastante més largo]
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Pasemos ya a tratar las funciones de variable compleja. Una funcién f(z) de variable
compleja serd una regla que asigna a cada complejo z de un dominio un tinico complejo f(z).

Como los reales son un tipo particular de nimeros complejos podriamos hablar también de
funciones reales de variable compleja, si f(z) es real para cada z, o de funciones complejas de
variable real (incluso las funciones reales de variable real vistas hasta ahora se pueden mirar
como un tipo particular de funciones complejas).

Ej. f(z) =22, f(2) =%, f(2) = f(x +iy) = zy + iz son funciones complejas de variable compleja.
Una funcién compleja de variable real es, por ejemplo, f(z) =senxz +ithz ,si z € R.
Funciones (importantes) reales de variable compleja son:

f(2) = |z| (funcién ‘médulo’), Arg(z) = 6, con 6 argumento principal de z (funcién ‘argumento’),
Re(z) = Re(x +iy) =z, Im(z) = Im(z + iy) = y (funciones ‘parte real’ y ‘parte imaginaria’).
Cualquier funcién f de valores complejos puede escribirse en la forma f = u +iv, donde

uy v (parte real y parte imaginaria de f) son funciones con valores reales (esto no siempre
serd 1til). Por ejemplo, asi podemos expresar:

fz) =22 = (@ — ) +i(2ey) , f(z) =F = — 1y

Pintar funciones complejas es mucho mas dificil que las reales. Podriamos dibujar flechas
entre dos planos complejos, o bien escribir el valor de f(z) sobre cada z de un plano complejo.
Las dos cosas estdan hechas abajo para f(z) = 22 :
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Las definiciones de limites y continuidad son las de R sustituyendo valores absolutos por
modulos (e, € R; z,a, L € C):
Def.
lim f(z) = L si Ve > 036 > 0 tal que si z cumple 0 < |z—a| < ¢ entonces |f(z)—L| <e.
} es continua en a si Ve > 0 36 > 0 tal que si z cumple |z—a| < § entonces |f(2)—f(a)| < e.

[Si un entorno es B(a,r) = {z € C: |z —a| < r} , que f es

continua en a significa que podemos encontrar un entorno de a "f\>

de radio ¢ lo suficientemente pequeno de forma que su imagen radio &

este contenida en un entorno de f(a) de cualquier radio ¢ , por redio e
pequeno que sea € |.

Teorema:

fygcontinuasena € C= f+gqg, f-gy f/g (si g(a) # 0) son continuas en a.

Si f =wu+iv (u, v reales), entonces f es continua en a < w y v son continuas en a.

Las demostraciones del &, - y / son iguales que las reales, ya que seguimos teniendo la
desigualdad triangular; para la otra: | f(2) — f(a)| = |[u(2) —u(a)] +i[v(z) — v(a)]| es pequeno
si y sélo si lo son |u(z) — u(a)| y |v(z) — v(a)
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Ej. Es facil ver que f(z) = constante y f(z) = z son continuas en cualquier a (por tanto, también
lo son cualquier polinomio y cualquier cociente de polinomios donde el denominador no se anula).

Ej. Re(z) = = e Im(z) = y son continuas Va por el teorema anterior y porque

f(2) = z lo es. [O directamente: sia = p+1iq q+

lz—plly—ql < VIiz—pP+y—q?=|2—a|<esi|z—a|<5=¢]
Ej. f(z) =ZescontinuaVa € C: [Z—a|=|z—a|=|z—a|]<esi|z—a|<d=¢ |

[o por el teorema y el ejemplo anterior: u(z) = z , v(z) = —y lo son]

[como se verd en Calculo II, una funcién de dos variables que sea composicién de funciones continuas
serd continua; asi serd facil asegurar que lo es, por ejemplo, f(x +iy) = yarctan (zy)+iz cos (z + y)]

Hay funciones discontinuas muy sencillas como Arg(z) en cualquier a real positivo.
En cualquier entorno de a hay puntos z en que Arg(z) es casi 2m y por tanto
| Arg(z) — Arg(a)| = | Arg(z) — 0| no se puede hacer tan pequeno como queramos
[en los demds a la funcién si es continua; si el argumento principal lo hubiésemos
escogido en (—, 7| conseguiriamos que la funcién Arg(z) fuese continua en el semieje real positivo,
pero la discontinuidad se trasladaria al negativo].

fla+2) - fla) _ f’(a)

Def. | f(z) es derivable en a € C si existe el lim

[Definicién exactamente igual que la de R; también exactamente como alli se prueba que
‘derivable = continua’ y los resultados para el calculo:

(f+9) =f+g . (f-9)=Fg+1d.(1/9) =~g/g, (fo9)(a)=f(g(a))-g(a)
Con esto sabemos derivar polinomios y funciones racionales (més adelante también podremos derivar
senz , cosz y e® , pero por ahora ni siquiera sabemos lo que son estas funciones complejas)].

@10 _ gy, 2.
‘ (z-+iy)—0 THY

Ej. Hay funciones muy sencillas no derivables como f(z) =z, pues A h’r%

T—iy
r+iy

cuando y = 0 vale 1 y cuando x = 0 vale —1; el limite no puede existir pues

el cociente toma valores 1 y —1 para z tan cercanos como queramos a 0 .

[Sabiendo algo de derivadas parciales: se prueba en andlisis complejo que para que una f = u + iv
sea derivable es necesario que se cumpla: u, = v, u, = —v, (ecuaciones de Cauchy-Riemann). Para
f(2) = x—iy no se satisfacen, pues u, = 1 # v, = —1. De hecho, la mayorfa de las funciones definidas
en la forma f = u+iv serdn no derivables, pues es mucha casualidad que u y v cualesquiera satisfagan
dichas ecuaciones. Comprobemos que se cumplen para una funcién derivable como f(z) = 2% (de
derivada f/(2) =22): uy =22 = vy, uy = -2y = —v, |.
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6.2. Series complejas de potencias

Comencemos con sucesiones {a, } C C de complejos, o sea, funciones de N en C [|-| médulo |:

Def. | {a,} — L si para todo € > 0 existe N natural tal que si n > N entonces |a,—L| < ¢

Para cualquier entorno de L casi todos los puntos de {a,} estdn dentro:

Sea a, = b, +ic, ,con b, y ¢, realesy L =p+iq.
Entonces {a,} = L< {b,} = p v {e} —¢.

Teorema:

=) VedN tal que sin > N = |a,—L| = |(bp—p) +i(cn—q)| < e (bn—p)* + (ch—q)* < &2
N bn—p)? <el=|bp—p|<e
—q)?<e?=|en—ql<e

(

(n

_ €

<:)V5{3N1’nZN1:>‘b” p\<§ = |an—L| < [bp—p| + |cn—q| < € si n >méax{Ny, Na}
2

ANy, n > Ny = \cn—q\ <

Como en R, una serie de complejos Y a, se dice convergente si lo es su sucesién S, de
sumas parciales. Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:

Teorema:

an =by, +1ic,: > a, converge < > b, y > ¢, convergen y es i ay = i b, +1i i Cn
n=1 n=1 n=1

> a, es absolutamente convergente si lo hace la serie real >’ |a,|, a la que se le pueden
aplicar todos los criterios de convergencia de series reales conocidos. Se tiene también que:

Teorema: | Y a, absolutamente convergente = > a,, convergente

Si an =0by+icy, |an* = |bu]? + |cu|?> = |bal, |cn] < la,| . Por tanto:
> |an| convergente = > |b,| y D |en| convergente = > b, v Y ¢, convergentes

También se tienen aqui los criterios de cociente y de la raiz (iguales que los de R) y son reales

las sucesiones |a|"+|1| V/|an| cuyo limite hay que calcular para aplicarlos.

Ej. a, = sen% +i(2+ %)n diverge, pues b, = sen% — 0, pero ¢, = (2+ %)n — 00 .

Ej. ap = (1 + 35" ]an| =272 — 0= a, — 0 [esto es intuitivamente claro y facil de formalizar]

Ej. > (3 +1)" converge pues 3" [an| =3 (%)n es serie geométrica convergente

[como en R se ve que: > |a,| convergente = a,, — 0; otra prueba de que la tultima {a,,} converge]

Ej. Zl— no converge absolutamente (pues % es divergente), pero si converge:

Z_—l Loipdlg i = lag-Llylooyqia-L4l-
puesto que son convergentes las dos tltimas series por Leibniz.
7 no n 7 sn+1
Ej. Z( +§) diverge, pues |7a,+|1| = ||:_|i|n (n—i-l 5\/7 )7 5v/2 > 1, o bien,

porque {/|a,| = 2;5% — 5v2 > 1 (que 3 |a,| diverja, en principio no prueba nada).
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Veamos las series de potencias complejas f(2) =3 a,2" = ag+a1z+a2> 4+, an, 2 € C.
)

n=0

Se dan resultados como los de R con demostraciones (que no hacemos) calcadas de las de alli:

Teorema:

A cada serie de potencias estd asociado un numero positivo R, llamado radio de
convergencia de la serie, que tiene las siguientes propiedades: si R = 0, la serie
solo converge si z = 0; si R = 00, la serie converge para todo z; si R es un nimero
real positivo, la serie converge para |z| < Ry diverge para |z| > R.

Aqui el intervalo de convergencia se ha convertido en el circulo de con-
vergencia |z| < R. Sobre la circunferencia |z| = R no se puede asegurar
nada. Como en los reales habra series que convergen en toda ella, otras
en puntos aislados, otras en ninguno. .. El calculo del R se podra hacer
casi siempre utilizando el criterio del cociente o la raiz.

diverge
converge

Estas series se pueden sumar, multiplicar, dividir, igual que las reales y se tiene el mismo
resultado sobre derivacion:

Teorema:

Sea f(z) = i a,z" para |z| < R = f es derivable para |z| < Ry f'(z) = inanz”_l
n=0 n=1

Y, por tanto, las funciones definidas por series de potencias vuelven a ser infinitamente
derivables (y también continuas, desde luego) dentro del circulo de convergencia. Un resultado
importante y sorprendente, que desde luego no es cierto en los reales, y que se prueba con

técnicas mas avanzadas de calculo complejo es:

Teorema: Una funcién f(z) derivable en una regién A del plano es P

infinitamente derivable en A. Ademads, en todo circulo contenido en A
la funcién f(z) coincide con su serie de Taylor.

Definimos tres nuevas funciones complejas, que hasta ahora no tenian sentido:

2 o on ) n 22n+1 ) n ZQn
Def. | e* =3 =7 ,senz =) (—1) oy » €S2 =3 (—1) @n)l VzeC
n=0 n=0 n=0

El R de las tres series es 0o . Tienen propiedades (faciles de probar) esperadas como:
(senz) =cosz , (cosz) = —senz , sen(—z) = —senz , cos(—z) = cos z ,
(*) =e* e " =1/e* , e*T" =e%e" | ...
Ademsds de otras nuevas como:

: 2 153 4 : .5 2 3
1z 1 z 1z z 1z I z 3 z I 3
e =ltiz—-GF -G +5+5—-=(1-F+)+i(z—5+---)=cosz+isenz
—iz _ i — 1
e =cosz—1isenz,senz = 5[e

2i

iz __ e—iz] , COS 2 = %[eiz 4 e—iz]

[Si z = y real deducimos la prometida relacién que abreviaba la forma polar: e = cosy +iseny].
No es necesario sumar series para calcular exponenciales: e”™% = e"e¥ = e”(cosy + iseny).
[Ni senos: sen (7 +1) = £[el(™) — o7 imH)] = _1e=leim _ele=im] = lle7l —el] (=seni) |.
Las funciones complejas sen z y cos z no estan acotadas. En el eje imaginario, por ejemplo:
sen (iy) = 5-le™¥ —e¥] =ishy , cos(iy) = 3[e ¥ + €] = chy

[resultado cldsico es que las tinicas funciones acotadas y analiticas en todo el plano son las constantes].
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Lo visto para series complejas permite explicar situaciones sorprendentes de las funciones

reales. jPor qué si tanto e” como 1/(1 + z?) son C*(R), la serie de la primera converge Vz
mientras que la de la segunda sélo lo hace en (—1,1) ? Pues porque la serie 1 — 2% + 2% — - -
de 1/(14 2?%) ha de definir una funcién continua y en z = +i esta funcién no lo es [esto sucede
en general para todo cociente de polinomios complejos (reales, en particular): el radio R de su
serie es la distancia al cero méas préximo del denominador (en |z| < R es derivable y, por tanto,

analitica)]. También entendemos el extrano comportamiento de la funcién f(z) = e

—1/22
>

f(0) = 0 que tiene infinitas derivadas pero sélo coincide con su serie de Taylor en x = 0:
. 2 ., . . . .
como f(iy) = /¥ 0 la funcién compleja no es siquiera continua en z = 0.
y—)

Ej.

Ej.

Ian+1| _ Vntl _ i |conv
Estudiemos donde converge: > = \/— =7 1=R.
Converge en el circulo |z] < 1y diverge en |2| > 1. (Qué pasaen |z|=17  _ CONV
No converge absolutamente en esa circunferencia, pero podria converger co DIV
en algunos z de ella. Por ejemplo:
n DIV
si z = —1, la serie Z & converge por Leibniz; si z =1, ) % diverge;
siz=i, Z \/ﬁ y convergen ambas (Leibniz).
. 1
Desarrollemos en serie f(z) = - i
Que > 2" converge < |z| < 1y que su suma es ﬁ se prueba como en R. Asf pues:
n=0
O i . . .
f(z) = %ﬁ = Z:O (4% | 7| < 14 |2] < 2 (distancia de los ceros al origen).

[la serie no converge en ningiin punto de la circunferencia |z| = 2 pues para cualquier z con ese
modulo queda una serie cuyo término general no tiende a 0 pues tiene médulo constante 1/4 |.

Podemos desarrollarla también (dando rodeos) de otras formas.

Descomponiendo en fracciones simples complejas:
oo

1 1_1 1 171 1 1
244 — = gilz== — z+2i] = §[1—z/21 + 1+z/2i] -3 Z% [(221)" +
oy

1n2n

] = %Z 23221; Z S 4n+1

Dividiendo (las manipulaciones con series complejas, como dijimos, como las de las reales):

4422 ag+arz+asz?+- -] =1 —4dag=1,a0 = 14;4a; = 0,a; = 0; das+ag =0, as = —i;
16
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