Grupos A, B, Cy D de CALCULO I (curso 2004/2005). Problemas 1-18.

1. Encontrar todos los reales x para los que:

a) et 4a22>2 b)d-Tz|=4-22 o) fzllz—2/<1  d)E2>0

e)[1-21<2 f) 2|+ ]|z —3]<5 g) |22 572 >4x% h)|z+1l <=

2. Precisar si tienen supremo, infimo, maximo, minimo y si son abiertos o cerrados los siguientes
subconjuntos de R:

a) {z:|z|>2}—{7}; b){reQ:22<4}; o) {(-1)"+1:neN};
d) nLEJN(%,T{I); e) {107"n:n € N} ; f) ¢ .
3. Sean f(r) =22 —2—2;9(x) =V +2; h(z)=2/z.

Determinar el dominio de (hof)-g, hofog, gof+goh y go(f+h).Hallarim f,img, imh.
Comprobar que g es inyectiva en todo su dominio y calcular ¢! indicando su dominio.

4. a) Expresar sen3x y cos3x en funcién de senzx y cosz. b) Si « estd en el tercer cuadrante y
sena = —% , hallar cos 3a y precisar en qué cuadrante estd 3a.

5. Hallar todos los nimeros reales x tales que:
a) cos2x — 5cosx =2, b) log(3z 4+ 2) = 3logx , ¢) e2l°8?l < 8z | d) |tanz| > 1.

6. Sean a) a, = (7111# ,b) b, =10"""yc) ¢, = 30()'3‘);%2" . Hallar un N a partir del cual sus

términos difieran del limite en menos de e =1, =0.1y ¢ =0.01.

nm 7

. — n .7
7. (Tienen a, = sen™* — =, b, = 2(=2)" y ¢, = cosn + n alguna subsucesién convergente?

8. Probar a partir de la definicién de limite que: {a,} convergente = {|a,|}, {a2} convergentes.
. Es cierta la implicacion inversa en alguno de los dos casos?

Demostrar que {an} — a > 0= {\/an} — va ,y que {a,} — 00 = {/a,} — oo .

9. Calcular el limite de las sucesiones que sean convergentes:

a) o) B ) (e () ) (Va1 1)

3—100m o1 NG

2n n2 n2_ on(—1)m
e) (2-3) f) 31— 2n1 g) (=1)"vn—-n h) %
i) (Z—fi) i) = k)n(v;g_ﬁ> D14tk

10. Precisar para qué valores de a,b > 0 convergen las sucesiones:

a) ap = vVn?+an—bn; D) (a—i—g)n; c) Vam + b .

n

11. Definimos la sucesién a, mediante: a, = /2 + an—1 , a1 = V2. Probar que tiene limite y
calcularlo. [Demostrar por induccién que {a,} es creciente y que a,, < V241 ].

12. Utilizando dnicamente las definiciones probar que:

a) f(x) =1+ +4+x es continuaen x =0, b) lim

z—o00 1 +332

_ P e A

o O ’ C) :L‘li}’{)l+ 333 B

13. Determinar si f+ g, f-g y fog son necesariamente pares o impares en los cuatro casos
obtenidos al tomar f par o impar y g par o impar. Probar que si f es impar y tiene limite en
x = 0, entonces ese limite es 0.



14. Hallar una ue no sea continua en ningin punto, pero tal que |f(x)| sea continua Vz .
q gun p y P q
;Existe alguna funcién que sea continua en todo R menos en un tnico punto?
.Y alguna que sea continua en un tnico punto de R y discontinua en todos los demaés?

15. Hallar (si existen) los siguientes limites:

2 2

. Senw . senx® . senxw , 1—v1-2? , 1. 3 1 _

) Jimy T 5 ) M T ) Jim S5 ) J s o) lim log ;) Jim ! sen S

2 3 5 —1)2

. oaxt—=1 Lo =8 . ox=1 .., senz . sen(r—1)% ,_arcsenzx

g) Jim Ty 5 h) Mm ey 1) M T s ) T (L=a)™00 5 k) Qi = ) lim ——
P S PR SEE VSN SEN . 2 ) . 2 )

m) limy 3o ) Ji g s B) M g o) g Vetme o p) M Vetea

1)100 3 2.1
(z+1) m TS m Y2l i wsens .

z——00 I +5H z—00

q) M (22 + 5)100 r) Mm =
16. Probar que z° = 27 tiene una solucién i) menor que 2 , ii) mayor que 2 .

17. Sea f : [0,1] — R continua y tal que im f C [0,1]. Probar que entonces existe algin x € [0, 1]
tal que f(z) =z [a x se le llama punto fijo de f |.

18. Probar que si f es continua en [a,00) y lim f(z) es finito, entonces f es acotada en [a,0) .

J Alcanza siempre f su valor maximo en dicho intervalo?



Grupos A, B, Cy D de CALCULO I (curso 2004/2005). Problemas 19-43.

19. Hallar la primera y segunda derivadas de las funciones siguientes indicando su dominio:

d) k(z) = |27/ — 22| ; e) l(z) = arccos(tan?(arcsenz)) ; f) m(z) = =

L .
20. Sea f(z) = { fay 510 < |2] <1

o b si x> 1 Hallar a y b para que existan f'(1) y f/(—1).

21. Determinar para qué puntos de la gréfica de f(x) = e~ a recta tangente pasa por el origen.

22. Hallar, si existe, un ¢ € (0,1) en el que la tangente a f(x) = arctan —%5 sea paralela a la recta
que une (0,0) y (1, 7).
23. Hallar el punto de corte de las tangentes a la gréfica de g(z) = |1 — %‘ enx=-2yx=2.

24. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y + yz? + 3> = 3 en el punto (1,1).

25. Sea f(x) = IE—T:EI . Determinar si es derivable en z = 0 . Hallar, si existen, el valor maximo y el

valor minimo de f en el intervalo [—1, 1].

26. Encontrar (si existen) los valores maximo y minimo de f(z) = arcsenx + v/3 log |2 — 2| .

27. Sea f(x) = x +2cosx . Hallar, si existe, el valor minimo de f en el intervalo [0, 1] . Probar que
existe f~!, funcién inversa de f(z) para z € [—3, 3], v hallar la derivada (f~1)'(2) .

28. Hallar (si existen) los valores maximo y minimo de estas funciones en los intervalos indicados:
a) f(z) =2z — 92%/% en [-8,64] ; b) g(z) =z + 2| cosz| en [0, 7] ;

&) h(z) = \/(a—1)* + 9+ /(2—8)* + 16 enR.

29. Probar que f(r) = 22 — zsenx — cos x tiene exactamente dos ceros.

2
30. Sea f(z) = \/196_7 . Determinar su dominio e intervalos de crecimiento y decrecimiento. Probar

que existe un tnico ¢ € (%, %) tal que f(c) = % )
31. Precisar cudntos ceros reales tiene el polinomio P(z) cuya derivada es P'(x) = 322 + 2z — 8 y
tal que la recta tangente a la grafica de P(z) en el punto de abscisa 2 = 0 pasa por (1,—1) .

32. Dibujar las graficas de las funciones:

a) iz:g b) /xx_453 c) Ty /Ix—f’ d) arctan(3z—x?)

e) 1+C|°Sifm‘ f) sen(tanz) g) e ®cosz h)log (22+ 1)

33. Discutir segun los valores a las diferentes formas que puede tener la grafica de:
a) l+az?+2' ; b) H+ L. ¢) 2%sen

xz Tz

34. Discutir, segin los valores de la constante a , cuantas soluciones reales tiene la ecuacién e” = ax .



35. Una farola, que tiene su luz a 3m de su base, ilumina a un peatén de 1.75m que se aleja a
una velocidad constante de 1m/s . jA qué velocidad se mueve el extremo de su sombra? ;A
qué velocidad crece dicha sombra?

36. Hallar dos numeros z,y tales que |z| 4+ |y| = 1 y tales que la suma de sus cuadrados sea
i) maxima, ii) minima.

37. Determinar el tridngulo de area minima de entre todos aquellos del primer cuadrante cuyos
catetos son los ejes y cuya hipotenusa pasa por el punto (1,2). ;Existe el de drea méxima?

38. Hallar el punto de la recta tangente a la curva 22 + y> = 4 en el punto (1, —v/3) que esté més
préximo al punto (2,0).

39. Encontrar el punto de la gréfica de f(z) = 2arctan(z—2) para el que es minima la suma de sus
distancias a ambos ejes.

40. Determinar el drea maxima que puede tener un rectangulo que tenga dos lados sobre los semiejes
,y positivos y el vértice opuesto sobre la gréfica de f(z) = [2° + 4] -2

41. Hallar el punto P sobre la grafica de f(x) = e~ en el primer cuadrante para el que es maxima
el darea del tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es tangente a dicha grafica en P y cuyos catetos
estan sobre los ejes coordenados.

42. Determinar los puntos de la parte de la grafica de g(z) = 1 — (z — 2)® contenida en z,y > 0,
para los que la recta tangente en ellos corta el eje y en el punto i) més alto, ii) més bajo.

43. Un nadador estd en el punto A del borde de un estanque circular de 50 m de radio y desea ir
al punto diametralmente opuesto B, nadando hasta algiin punto P del borde y andando luego
por el arco PB del borde. Si nada 50 m por minuto y camina 100 m por minuto ;A qué punto
P se debe dirigir para minimizar el tiempo de su recorrido?



Grupos A, B, Cy D de CALCULO I (curso 2004/2005). Problemas 44-69.

44. Sea la sucesién {a,} definida por any1 = 37;1
calcularlo. Determinar la convergencia de > ay, .

an, con a; = 1. Probar que tiene limite y

45. Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:
oy YL ) @) D - ]
&) 3 ner” Hy "22" DI B D DN C
)Y j)zm 0¥l DY (1) g
WEES wEdy WIs ol

46. Probar que la suma de las siguientes series es la indicada:

oo

M- 99 . 4 a. . 1 B
a)Y Tz —=7; b)Y =5 =3; C);\/ﬁ\/n——&-l[\/ﬁ—i-\/m}_

n=2 n=2

47. Determinar para que numeros reales ¢ convergen las siguientes series:

WS SR S 9 G 0D e o X

. 7 > n_2 . 7’
48. Determinar para qué a € R converge Z 2"~ Precisar para qué valores de a su suma es % .
n=2
o0
49. Precisar los x para los que converge Z (—1)™z™ y hallar su suma. Para i) z = i i) x = —i ,
n=1

Jcuantos términos hay que sumar para aproximar el valor exacto con error menor que 1073 ?

50. Estudiar si convergen puntual y uniformemente en el intervalo que se indica:
1 _ . ..
fo(z) = Tr27 en [0,2] 5 gn(z)=e""" eni) (—o0,0], ii) [0,00) .

51. Estudiar la convergencia uniforme en [0, 1] de las siguientes fy,(z) :

a) /" ; b)

2 —nx?

) sennx d) nrle

nro
n+1 "’ n o’
52. Estudiar para qué x convergen, y si lo hacen uniformemente en el intervalo que se indica:

a) Y. 7 en [0,1] b) e sennz en [1,00) ¢) 3 CO;# en R

d) Y Z— en[0,1] o Y Eudmn oy 9] f) 3 B en [5,6]
53. Determinar todos los valores de x para los que convergen las series:
A Y o DX c) Ycos Mg d) Y27 (@ —2)"
e) 3 25 YTt g evir h) Y B

oo
54. Determinar para qué valores de x converge Z n3"2" ! y hallar su suma para esos valores.

n=1

3

55. Hallar los x para los que converge ) (—230)3" . Decidir si converge para x = arctan .

56. Hallar todos los valores de x para los cuales la serie ) [1 — x cos %] es convergente.



57. Utilizando polinomios de Taylor determinar con un error menor que 1073 el valor de:

a) cosl, b)sen3, c)e, d)e?, e)log3, f) log% , g)log2, h)logi, i)sh(—1), j)chi

58. Sea f(x) = z(1+ x3)_1/ ° . Hallar los 3 primeros términos no nulos de su desarrollo de Taylor
en x = 0. Aproximar por un racional f(1/2) con error menor que 0.001.

59. Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor en z = 0 de:

a) cos® £ b) ng;ig c)senz —zcosx d) (2—xz)vV1+x
log(1+42
e) shxcha f) ﬁ ) W h) cos(sen x)

60. Hallar la suma de las siguientes series:

oo ] oo

1 —4)" >, 1 o+ 1 = n
DS G M gt O w9

n=0 n=0 n=0

61. Hallar un polinomio P tal que lim z 7 [\/1—x4 — P(:n)} = 0. ;Es tinico dicho polinomio?

62. Calcular los siguientes limites indeterminados cuando x tiende al a indicado:

1 1 z—tanx et —eene 3/z2 1—v/1—2a?
a=0: 8) 5~ mm i Y ey O s D) (eos20)T 5 o SRR
. L 1. i R Vi 0t
a=1: f) ogz  7-1 g) T—atlogz | h) 4—- . a=0": i) tanzlogz.
x x
a=o00: j) [logz]'/* ; k)%; 1) [i—fg] ; m) z?arctan: —v/I+z ; n) ztani .

63. Determinar un valor de b tal que f(z) = 272 [eb‘”4 — cos bx} tienda hacia 0 si x — oo y tienda
hacia2siz — 0 .

64. S _ _sen’z b _arctan(senz)—x
- Sean a) f(z) = 13 ) 9(x) = log(1+23)
Determinar (si existen) sus limites cuando: i) x — 0 ; ii) z — —o0 ; iil) z — o0 .

2

65. Estudiar en qué puntos es continua la funcién: f(z) = % six¢Z, f(x)=0sixeZ.

66. Sea f(z) = B rg) g |

€T )

Estudiar si existen f/(0) y f”(0) . Dibujar su gréfica. Calcular lim {f(f(n))} .

67. Sea f(x) =z 2sen?rx, f(0) = 7%. Determinar si existen f/(0) y f”(0) . Dibujar su gréfica.

Probar que existe la inversa f~! en un entorno de x = % y calcular la derivada de f~! en f (%)
68. Estudiar la continuidad de f(z) = (1 — 2)log|1—2?|, f(£1) = f(0) = 0. ;Existe f/(0)?
Probar que 3¢ € (0,1) con f'(c) =0.

1—e™ "
T

69. Sea f(x) = , f(0) = 1. Hallar f’(0) . Determinar los limites Hrf f(x)ylaim f . Estudiar
T—00

el crecimiento y decrecimiento de f. Hallar la derivada £(2993)(0) .



Grupos A, B, C y D de CALCULO I (curso 2004/2005). Problemas 70-100.

70. Sea f(x) =log(2—xz),x € [0,1); f(x) =0,z €[1,2); f(z) =1,z € [2,3] ,ysea F(x) = [} f
Determinar los x € [0, 3] para los que F' es continua y derivable. Hallar F'(3).

71. Derivar las siguientes funciones:
a) F(z) = ["sen®tdt ; b) G(x)= [[wsent®dt; c) H(z)=sen([) sen([) sen’tdt)dy) .

2
x fox et dt — arctan x2 o f?wg sen t2dt
log[1+24] ’ 26 :

72. Calcular el limite cuando z tiende a 0 y a oo de: a)

sen(z3) + 1

73. Sea f(z) = J7 sen(t3)dt + x +4

. Calcular, si existe, f_ll f(z)dx

74. Determinar en qué x del intervalo que se indica alcanzan su maximo y su minimo las funciones:

a) F(r) = 57:’53 —4__ en0,2]; b)Gz)= [ sen?tdt en [0,4n] ;

V2—sen? ¢
1 2
c) H(z) = [IF téffz en R; d) K(:c):fwx\/gg%en[ 1,6] .

2
75. Estudiar en qué intervalos crece y decrece la funcién f(z) = [ e’dt — ¢*'. Determinar en

0
cuantos puntos del intervalo [0, c0) se anula f(x).

3
76. ;Posee funcién inversa la funcién f definida para todo = > 2 por f(z) = f;Q 1;% !

77. Sea f(z) = flme4arCtant dt . Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fenx = 1.
Probar que f posee inversa en todo Ry calcular (f~1)'(0).

78. Sea F(z) = f_l{‘fi e~t'dt . Hallar F'(1) . Estudiar si la serie S"(—1)"F(n) converge.

79. Sea f(z) = 2% —2* i H(zx fzrf dt, hallar el x para el que H(x) es maximo. Dibujar
aproximadamente la graﬁca de fy probar que el valor mdximo de H es menor que 1/2 .

80. Hallar los valores maximo y minimo de g(z) = *— gz en [2,4]. Probar que & < f2 x)dr < 2.

Hallar la integral y, usando desarrollos de Taylor, comprobar las desigualdades anterlores

81. Hallar las siguientes primitivas:

2

a) f @ dx b) IOgI dr  c¢) [a?arctan 1dx d) [(logz)3dz e) [arcsenzdx
4 d 322 +32+1 . .

f) f ;E—de g) f 3347—%2%3 h) %dm i) [4zcosa®dr j) [4wcos’zdx

k) [cosPzsen’rdx 1) % f 3sen2x+cos2 n) [tan’zdz i) [ cos(logz)dx

oz z d “d
o) [Vae ™ dx  p) [P dr  q) | Tae D) ) v ) ] 7 \/1+ex
va!
t) [23V1-22dx ) [Va2-1dx V) f—md_xm W) f x_+$ dr x) f /_Qf_;lm_xz

82. Calcular, si existe:

—|x 1 T 0 z o T T
a) f_lle #ldz D) ) xfi—xQ c) 71$ d) fol 82 o log(e®+1)dx
e) [T sendzdr f) [ arctan(yz)dr g) [} evItadr h) [1(|lz+4] - 3|z|)dz
: /4 g : 1/2 22dx 5 14 0 sz dr
1) 0 cos?z J) 0 \/1_d7 k f4 x : 1) f—7r/6 3ser(ica)t—2dcos2m



83. Sea f(x) = xzlog(1 + ;%) . Hallar una primitiva de f. Estudiar la convergencia de [;° f

84. Probar que f;o 3¢ %/%dz es convergente y que su valor es menor que %8 .

85. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias. Hallar su valor si se puede:

fo x4+x2 b) fjooo 1135:2 c) Jo e “senzdx fl xwl/x
o) [\ [z — mglde £) [[Te7V0d 8) Jo i h) [Tl — 3lde
i) 100 Q;nge;‘\);_f” d ) 01 cos%x) dx k) 100 lc;ggm da fl x4
m) [y P de ) [P(1-cos)de 8) [P de o) [ ‘;df/g
p) fo log = dx q) floo log z sen x% dr 1) 400 %ﬁiﬁ;ﬁ? dr s) OOO %
86. Discutir segun los valores de n € N la convergencia de: a fo m ] dx ; b) f - ;n—"i’% .

87. Discutir segin los valores de a € R la convergencia de las integrales:

00 arctan(x+ )

D) [Pl e ) da 5 iii) [j¥ [+ + sena]" do .

0 z® 0 (14=2)®
88. Dada F(z) = [, \/logT Determinar si existe lim_ F(x). Hallar el Jim % (si existe).

89. Sea H(z) = |z — 1| [*, sent?® dt. Aproximar por un racional H(0) con error menor que 1073,
Hallar, si existe, H'(1).

90. Sea g(z) = % . Hallar la primitiva G(z) que cumple G(0) = —1. Probar que g(z) > 1

si z € [0,1] y que hay un tnico ¢ € (0,1) tal que G(¢) = 0. Determinar si converge f23+ Vy(z)dx .

91. Hallar, justificando los pasos, el valor de:

D) 2SS (e Dan ) de, ) fT(S e Y de i) f(}(g1 L) da

n=0 n=1

92. Calcular el drea encerrada entre las grificas de g(z) = 23 — 322 + 3z y f(x) =z en [0,2].
93. Calcular el drea de la regién acotada entre las curvas y = /7,y =v2 -z ey =0.

94. Hallar el drea de una de las regiones iguales encerradas entre las gréficas de |senz| y |cosx|.
95. Hallar el drea de la menor de las dos regiones acotadas por las curvas 22 +y> =2y z = y2.

96. Calcular el drea de una de las regiones comprendidas entre la grafica de f(z) = senz y esta
misma grifica trasladada horizontalmente una distancia § hacia la derecha.

97. ;Cual de todas las rectas que pasan por (1,2) determina con y=2x2 la regién de minima 4rea?

98. Sea la regién del cuarto cuadrante limitada por la grafica de f(z) = —e™ % (a > 0) y el eje z.

Probar que la recta tangente a f(z) en = 0 divide dicha regién en dos partes de igual drea.
99. Hallar el drea de la regién encerrada entre la cardioide r=14cos y la circunferencia r=cos 6.

100. Hallar el drea determinada por la curva r = 1/(1 4 cos ) y las semirrectas § =0y 0 = 3w /4,
i) trabajando en polares, ii) tras escribir la ecuacién de la curva en rectangulares.



