Soluciones a los problemas 1-18 de los grupos A,B,C,D de Célculo I (2004-2005).

lL.a)z(z—1)(x+2)>0.A=(-2,00U(1,00) .
b)z<4/T=z(x—-T)=0=z=0;2>4/T= (z—-1)(z+8)=0=2z=1.A4={0,1}.
o) lr(z—2)|<l=-1<z@x-2)<l=22-22-1<0,22-20+1>0. A=(1-v2,1)U(1,1+2).

d) Si z > 2, numerador y denominador son > 0, si < —2 son negativos. A = (—o0, —2) U [2,00) .

e) 2<1-1<2=1>-1yl<3=(2>060<-1)y(@@>362<0). A= (—o00,—1]UI[3,00).

—

)
)z <0=>-204+3<5=z>-1;0<z<3=z2x—-24+3<52>3=>2r—-3<5=zx<4 A=][-1,4].
g)dn? <22 — 57?2 6 2% — 572 < —4r? = 972 < 2? 622 < 7% A = (—o0, =37 U [—7, 7] U [37, 00).

)

h) z<z+l<z=A=0.

2. a) (—o0,—2) U (2,7)U(7,00). No tiene {nfimo ni supremo. Es abierto. No es cerrado
b) Infimo = —2 (minimo). Supremo = 2 (méximo). No es abierto. No es cerrado.
3

¢) Infimo = —1 (no es minimo). Supremo = 3 (maximo). No es abierto. No es cerrado.

d) Infimo = 0 (no es minimo). Supremo = 1 (no es méximo). Es abierto. No es cerrado.
e) Infimo = 1077 (sin considerar n = 0) (minimo). No tiene supremo. No es abierto. Es cerrado.
)

f) No tiene infimo ni supremo. Esta acotado. Es abierto. Es cerrado.

3. ((ho f)g)(z) = /TH2

T 2?2’

D=[-2,-1)U(-1,2) U (2,00)
(hofog)(@) = ;=F=5, D =[-2,2)U(2,00)
(gof +goh)(@) = /alw— 1) + /2 +2, D = (00, ~1] U[1, )
(go(f+h))(x) =4/2 + 22—z, D= (~00,—1]U (0, 00)

im f = [~§,00), img = [0,00), imh = R~ {0}

g Hz)=2%-2, Vzel0,00)

4. a) sen 3z = 3senx — 4sen®z | cos 3x = 4 cos®>r — 3cos x.

b) cos3a = 1—25 3« esta en el cuarto cuadrante.

5. cos’z —sen’z — 5cosx — 2 = 2cos’r —Hcosz —3 =0 — cosz = —3 (= 3 imposible) — xzi%”—i—%ﬂ.
b) logz® =log(3x +2) ,2° - 3r—2=(z - 2)(x +1)>=0 — 2 =2 (x = —1 no lo cumple).
c)Siz>1,elloerl =32 «8r - x<8;si0<a<1,e?lloesl =2 <8z — x>%. xe(%,S).

d)|tanx|<1@306---U(—‘%,—‘%)U(—%,%)U(‘%,%)U(%,%)U---

6. a)(_ll)f:"

Sie=1=2n=2,e=01=>2m=9=n=20,c=001=>m=99=n=200.

—>1.a2m:1,a2m+1= 1|<5:n>——1

_m |
m4+1" Im+1
b) 107" = 0. [107 " <e. Sie=1=n=8,e=01=n=9,e=001=>n=10.

C) SOOC(;LsQn—Qn N |300¢0>n 2n| < 300+2n

< e. De aqui:
n%e—2n—-300>0=n>1 (1+\/1+3005 Sie=1,0.1,0.01 =n=19,66,301 .

(Con calculadora se comprueba que bastan: e =1 =n =17, = 0.1 = n =61, ¢ = 0.01 = n = 293).



— L —senk?r—IL=-1 0.
n n n

7.a) n =2k = sen "

b)n=2k+1= 202" = 22" _ (22%“)_1 - 0.
¢) No (ninguna subsucesién estd acotada).

8. a) ||an| — |a]| < |an — a] < e. La implicacién inversa es falsa (a, = (—1)" diverge, pero |a,| converge).
b) |a2 — a?| = |ay, + a| |a, — a| < (K + |a|)|a, —a| con |a,| < K. La implicacién inversa no es cierta.
O IV — vl = —=—rlan — al < zla, — .
d) VK > 0 3N tal que a,, > K%, V¥n > N = \/a,, > K.

9. a) n’—30n diverge a —o0o ; b) SAVITES =N

3-100n VnZti—1
n (¥Yn—-1 . 2 4. .
c) (-1) (T - 1) —0; d)(vV2r2—1-1) diverge a oo ;
e) (2— ) diverge a oo ; f) 2:; - ";;1 -1

g) (-1 V - ndivergea —oo s b) S — 4
( ) 25 J),%—W)7
-1
W) n (2= - \f) s Dide+ k= SET
10. a) Vn2 +an —bn = % . Si b # 1 diverge. Si b =1 converge a § .

b)a=1= (a+ %)n — €. Sia > 1 diverge. Si a < 1 el limite es 0.
c) (a™ 4 b™)™ — max(a, b).

1l.a2=V2+ta1=V2+V2>V2=a1, apt1 =2+ an > V2 + an_1 = an.
a1 =vV2< V241, anp1 =vV2Fan <V3+V2<1+V2

ap — @, 0p—1 > a=>a=+24+a=a=2.

2] lz|

12. a z) =1+ +4+x continuaen x =0: |Vd+2 —2| = —— = §=2¢.
) f(x) Vv | | Vitz+2~ 2
b)acli»ngol""—2_0 Ve > 0, HK—\/->O tal que, siz > K, entonces|1+2|<12 <e.

c) lim, LEE — 50 : VK >0, 30 > 0, tal que, si 0 < < 4, entonces 152 > K. Basta tomar § = /3.
z—0

13. f, g pares = f +g, fg, fog pares. f, g impares = f+ g, fog impares, fg par.
f par, g impar = f + g no es par ni impar, fg impar, fog, go f pares.

St f es impar, lim = by {an} — 0es lim f(a,) =b= lim f(—a,)=— lim f(a,) =—-b=b=0.
_J 1sizeqQ . . . .
14. f(x) = { lsizcR-Q discontinua en todo R. Pero |f(z)| =1 continua en todo R.

flz) = { (1) : i fg es continua en x # 0 y discontinua en 0.
0
x

sixzeQ

szeR_Q ©continuaenz= 0 y discontinua en R — {0}.



., senx ., senzx ., senx ., senx . ..
15.a) lim —= = lim =1. lim —— = lim = —1 . No existe limite.
z—0t |.T| z—0t T z—0— |.T| z—0—- —
sen x2 sen x2 sen x sen x 1
b) 1fm = lim limz=1-0=0. ¢) lim = lim lim — =00 .
x—0 xT x—0 $2 x—0 x—0 .TS x—0 T x—0 $2

. Y )
d) llm#
r—0 x

=lim—Et— =1 ¢) lim logl = co. No definido si z < 0.

b T V22 2 ) oo 108

f) 1fm e'/* sen T no existe. lim e'/*
x

sen 7 = 0 . No existe limite.
z—0t z—0~

g) imZ=t = lim(z+1)=2. h) mZ=E =7 i) lmZ=L = lm(a! +2% 42’ +a+1)=5.

z—1 z—1 r—1 z—2 r—1 -1

j) lim (1 —a)*** = 0. No definidosi > 1. k) lim sen(r—1)* _ o sen@—1%a—1 _ 9 g

eyl z2—1 1 (@—1)2 a+1
1) lim 8€%8% = Z arcsen x no estd definido si # > 1.
r—1—
, 1 _ . , 1 _ l . . . ~ , 1 _ l
m) aclir(lgl+ 5277 =0 xl—lfél* 372777 = 3 - No existe limite. n,ii) Mmoo =7

0) lim (Va?—z—ax)= lim ﬁ:—%. p) lim (Va2—z—x)=o00.

T—00 x T——00
.1.1)100 -4+1 1100 1 , +sen® x 1
lim ot 2ms = lim (& = .oor) lfm sen -z — L
) S (9545100 gl (3575) 2100 ) Lpm 16 5
. /2P . |ViFz 2 . o
) lim MEEL — ppy VIR 3 ) No existe limite.
r——0c T+ T——00 z+5

16. Usando el teorema de Bolzano, por ejemplo en [0,2] y en [2,32] .

17. Si fuese f(0) =06 f(1) =1, serfan puntos fijos. Sea f(0) > 0, f(1) < 1. Entonces el teorema de
Bolzano aplicado a g(z) = f(x) — x asegura que hay = € (0,1) con g(x) = 0.

18. lim, oo = b= 3K tal que |f(z) —b| <1=|f(x)] <1+ b si x > K = f estd acotada en [K, c0).

Y en [a, K] lo estd por ser continua.

—T

No tiene que alcanzar su valor maximo (por ejemplo, f(z) = —e™* no lo hace).



Soluciones a los problemas 19-43 de los grupos A,B,C,D de Caélculo I (2004-2005).

19. a) f'(z) = 3a?sen ~ —xcos %, f/(0) =0. f”(z)=6zseni —4cos: —Lsenl en R—{0}.

b) ¢'(xz) =1+log|z|, en R—{0}. g¢"(z)=1,en R—{0}.

1 6x—4/x+1
C) hl($) = m, en (0,00) h”(x) = — 413\/5(6231_’\_/1&_6_2\/5)2 , en (0,00)
Ty —2r siz>1 B39 sixg>1
/ _ 3x " _ 9
d) K'() {230—%304/3 siz<1’ K (x) {2—29—8301/3 siz<1’
2 24222824
e) ll($) = m, €n (—%, %) l”(x) = (1_33;—)2?1_2;2)3/2 , €1 (_%5; %)

f) m'(z) = (522 +224+1)(3z+1)"*3 en R — {—1}. m"(2) = (522 +42—1)(3z+1)""/% en R— {—1}.

20. Por continuidad: a + b = 1. Por derivabilidad: —1 = 2b. a = %, b=—

N[

21. La ecuacién de la recta tangente a f(z) en x = a es y = ea’—a [(2a — 1)(x —a) + 1] , que pasa por

el origen si: 2a> —a—1=0=a= —% , 1. Por tanto, los puntos pedidos son: (—% , 63/4) y (1,1).
22. Buscamos z € (0,1) con f/(z) = @ = 7 (pendiente de la recta). r =1 — ,/% — 1 lo cumple.
V

_ [ —1+4/z, 2 €(0,4]
28. g(z) = { 1—4/z, x € (—00,0) U [4, 00) \

N ?
g\ = 4/x%, x € (—00,0) U (4, 0)
1
Rectas tangentes: y =2 +5, y = —x + 3. Corte: (—1,4). — 2\4/
24. Derivando implicitamente: y' (z) = —H;ﬁli_fw La recta tangente es: y = —%x + %

25. f(07) =2, f/(07) = 0. No es derivable. f'(x) # 0 en [-1,1] — {0}.

f decrece en (—3,0) y crece en (0,1): z = 0 es el minimo. f(—3) < f(1) . Méximoen 2 = 1 .

26. f'l(z)=0=2=1.f(1)=

VB

(=) =-%+ V3log3 . Méximo en 1 y minimo en —1.

27. f'(x) =1—2senz — en x = £ valor maximo. El valor minimo serd f(1) =1+ 2cosl < f(0) =2,

6
pues cos1 > cos% = % (o porque cos1 =1 — % 4> % , serie de Leibniz).
fl(x)>1—2sens >0six € [—1, 1] = existe f~1; como f71(2) =0 (es f(0) =2): (f71)'(2) = f’%O)

28. a) f(—8) = —52, f(64) = —16, f(0) =0, f(27) =0, f(27) = —27. Minimo en —8 y méximo en 0.
b) g(0) =2, g(m) =7 +2, 9(5)=5.9'(§) =0,9(5) =5 + /(3). Minimo en % y méximo en .

¢) h/(4) = 0. Minimo en 4. El valor méximo no existe.

29. lim =o0, f(0)=—-1.Siz <0es f' <O0ysixz>0es f/ >0. Tiene solo dos ceros en +x.

z—+oo

30. £/(x) = £55), = f decrece en (~1,0] y crece en [0,1). £(2) = 4 < 2 < f(3) =1 v / contina

T (122)37?

en [2,2]=3ce(2,2) con f(c) = 2. Al ser f creciente en el intervalo, el c es tnico.

31. P(r) =23 +2?—8x+ 7. En (-2, %) decrece y crece en el resto de R = tiene un minimo en x = % .
Como P(%) > 0, no tiene raices positivas. Y como P — —oo cuando £ — —oo tiene una negativa.

[El criterio de signos aseguraba una tnica raiz negativa y cero o dos positivas].



32.
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33.
prob 33a
a=0,-1,-2-3

- -\

_af'\o— -3a_-2a

prob 33b

-2a -3a _C\./—a

prob 33c

a0

34. Si a < 0, una raiz.
Si 0 < a < e, ninguna.
Sia = e, una.

Sia > e, dos.

35. Velocidad del extremos de la sombra, :%. Velocidad de crecimiento :%,

36. Minimos en (+1,+1). Maximos en (+1,0), (0, +1).




37. Rectas por (1,2): y = 2+m(z — 1). Hay que minimizar A(m) = $(1 — 2)(2 —m), con m € (—o0,0).

Area minima si m = —2 (z = 2, y = 4). No existe el de drea méxima.
38. Recta tangente y = % . Distancia al cuadrado D(x) = (z — 2)? + (%)2 minimasiz =2 —y = —@ .
[O bien, el punto més préximo pertenece también a la perpendicular que pasa por (0,2):y = —v/3(z —2)].

39. D(x) = |x| + |2arctan (x — 2)|. D'(x) = 0si « = 1. D(1) > D(0) > D(2). Punto més cercano: (2,0).

orob 37 prob 39
T
prob 38
1 ) 2arctan(x—2)
2 : -4 -
: - 2
-7 e
-t
1 2
. . g3 (o
40. Area del rectangulo: A(x) = xf(z) = Ve Al(x) = W = ¢ = 2 maximo local. A4, = % .

41. Area del triangulo limitado por la tangente en z = a: Ala) = %e‘“(l + a)?. Es méxima si a = 1.
42. f(z) = 22% — 622 + 9. Punto de corte més bajo en y = 1. Punto de corte més alto en y = 9.

43. Distancia AP = 100 cos 6 . Distancia PB = 1000 . Tiempo empleado: T'(#) = 2cosf + 6 .
Minimo si § = 7/2 (P = A, no debe tirarse al agua).

° prob 42 B prob 43
\ prob 41 P
\
\~ 20
e (a+1; 50
P(aed)
<)
1
a atl
2 3 A




