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Resumen

Dos juegos de azar en los que el jugador tiende a perder, dan lugar, cuando se
alternan periddica o aleatoriamente, a un juego en el que la tendencia es ganadora.
Se trata de una paradoja que ocurre en sistemas aleatorios: si se combinan dos o
mas dindmicas en las que una cierta cantidad decrece, el resultado puede ser una
dindmica en la que dicha cantidad crece. La paradoja puede tener aplicaciones en una
gran variedad de sistemas estocasticos y estd despertando cierto interés en diferentes
campos cientificos. En este trabajo mostramos cémo se puede utilizar el fenémeno
para construir motores brownianos o moleculares, es decir, maquinas térmicas que
funcionan rectificando fluctuaciones. Hacemos una breve revision de la literatura sobre
motores moleculares y discutimos cémo una Termodindmica de motores brownianos
serd basica para entender la mayoria de los procesos de conversion de energia en
Biologia Molecular.

Abstract

Two games in which the player has a tendency to loose yield, when alternated in a
random or periodic way, a game with a winning tendency. This paradox occurs in a
family of stochastic processes: if one combines two or more dynamics where a given
quantity decreases, the result can be a dynamic system where this quantity increases.
The paradox could be applied to a variety of stochastic systems and has drawn the
attention of researches from different areas. In this paper we show how the phenomenon
can be used to design Brownian or molecular motors, i.e, thermal engines which work
rectifying fluctuations. We briefly review the literature on Brownian motors, pointing
out that a new Thermodynamics of Brownian motors will be fundamental to understand
most processes of energy transduction in Molecular Biology.



1 Juegos paraddjicos

Supongamos que tengo una moneda ligeramente sesgada, de modo que la probabilidad de
obtener “cara” al lanzarla al aire sea 1/2 — ¢, en donde € es un nimero pequeno y positivo.
Con ella, a la que denominaremos moneda 1, le ofrezco jugar del siguiente modo: cada vez
que salga cruz le doy mil pesetas y cada vez que salga cara usted me da mil pesetas a mi.
Si usted dispone de un capital ilimitado, deberia aceptar sin dudarlo un momento: si x(t)
es lo que llevo ganado después de jugar ¢ veces, no le sera dificil demostrar que el valor
medio de esta ganancia, (x(t)), es una funcién estrictamente decreciente de ¢ (mientras
que su ganancia es estrictamente creciente con t).

Ahora le propongo un segundo juego que utiliza dos monedas, que llamaremos 2 y
3. La moneda 3 se lanza cuando lo que llevo ganado es multiplo de tres y la moneda
2 en el resto de los casos (recuerde que la ganancia puede ser negativa; por miltiplo de
tres entendemos cualquier nimero entero que se pueda escribir como 3n con n entero).
La probabilidad de que yo gane con la moneda 2 es ps = 3/4 — € y con la moneda 3,
p3 = 1/10 — ¢, tal y como se muestra en la figura 1. El analisis de este segundo juego no
es tan simple como en el caso anterior. Sin embargo, puede demostrarse (ver cuadro 1y
figura 1) que el juego es también favorable para usted, en el sentido de que el valor medio
de mi ganancia (x(t)) es de nuevo una funcién estrictamente decreciente de t. Llamemos
A al primero de los juegos que hemos descrito y B al segundo.

Una vez que estd usted convencido de que yo pierdo en ambos juegos, le haré una
tercera proposicién: alternemos los dos juegos con la secuencia AABBAABB... Si usted
frunce el ceno, puedo modificar ligeramente la propuesta para hacerla menos sospechosa:
en cada turno, elijamos al azar cudl de los dos juegos jugamos.

Si acepta cualquiera de estas dos propuestas habra confiado demasiado en su intuicion,
sin tener en cuenta que los sistemas aleatorios, aun tan simples como los que hemos
descrito, pueden comportarse de manera sorprendente.

Juego A Juego B

(Es X(f) multiplo de 37

Moneda 1 ,
No S
P, 1-p, Moneda 2 Moneda 3
ganar  perder o 10, P ); i 1-0,
ganar perder ganar perder

Figura 1: Reglas de los juegos A y B. Los valores de las probabilidades son: p; = 1/2 — ¢,
p2=3/4—€eyp3=1/10—¢, con € un nimero pequeno y positivo, que favorece en todos los casos
la opcién “perder”. El color mas claro de la moneda 2 indica que en esta moneda la probabilidad
de ganar es mayor que 1/2 y que, por tanto, se trata de una moneda favorable.



2 [3,2]

1.5 [2,2
ﬁd\,ﬂ*/c.aleatoria

. 0.5 ot ~ AV (4, 4]
Ganancia N~V /

0
_O_AVAVAVV\AAM\
——
-1 M— —~ Juego A
———— Juego B
-1.
0 20 40 60 80 100

Nimero deturnos

Figura 2: Ganancia media (sobre 5 000 jugadores), en funcién del ntimero de turnos, en cada
uno de los juegos y en varias de sus combinaciones, incluyendo la combinacion aleatoria. En todos
ellos € = 0.0005 y se ha utilizado la notacién [a, b] para indicar que se juega a turnos al juego A
seguidos de b turnos del juego B y asi sucesivamente. La combinacién aleatoria no difiere mucho
de la combinacién [2, 2], es decir, la combinacién AABBAA...(Figura tomada de [5]).

En efecto, tanto si alternamos los juegos formando una secuencia fija, AABBAABB...,
como si lo hacemos de forma aleatoria, el resultado es que mi ganancia media (z(t)) es
una funcién estrictamente creciente de t. La figura 1 muestra mi ganancia en distintas
situaciones: juegos A y B por separado, varias combinaciones periédicas y la combinacién
aleatoria.

2 Analisis detallado de los juegos

El fenémeno descrito en la seccién anterior se conoce como Paradoja de Parrondo, esta
recibiendo cierta atencién [5, 6] y se piensa que puede tener aplicaciones en distintos
ambitos, como economia o teoria de la evolucién. Es cierto que el fenémeno puede aparecer
en cualquier situacion en la que se combinen dos o mas dinamicas aleatorias. Sin embargo,
hasta ahora no se ha descrito ninguna situacién real en la que tenga lugar la paradoja.

Veamos cémo pueden analizarse estos juegos paraddjicos. El juego B, asi como la
combinacién aleatoria de A y B, puede reducirse a una cadena de Markov de tres estados
[7]. Estos tres estados son: ganancia igual a un multiplo de 3, a un multiplo de 3 mas 1,
o a un multiplo de 3 més 2. La variable que determina estos tres estados es

y=x mod 3 (1)

que puede tomar sélo tres valores: 0, 1 o 2. El anélisis de esta cadena de Markov se puede
realizar diagonalizando una matriz 3 por 3 (ver cuadro 1).

Este andlisis nos proporciona la siguiente explicacién intuitiva de la paradoja. El juego
B utiliza dos monedas: una ”"mala”, la moneda 3, y otra "buena”, la moneda 2. Cuando
se juega sélo el juego B, la probabilidad de utilizar la moneda 3 es:

5 440

=0 2 2
=937 9197 T (2)



en donde hemos depreciado término de orden €? para simplificar la exposicién. Obsérvese
también que la probabilidad 7y no es 1/3, como se podria pensar en un principio, sino
mayor. La probabilidad de ganar es por tanto:

1 147
Pganar:ﬂ'OPS'i‘(l—?To)pQ:5——64—... (3)

que es menor que 1/2 para cualquier e positivo. Sin embargo, cuando combinamos alea-
toriamente los juegos A y B, la probabilidad con la que jugamos la moneda 3 pasa a
ser:

W,_@_zxsssoﬁ n
7709 502681

que es menor que my. La probabilidad de ganar es ahora:

p2+p1 72T 486795

) D3+ D1 _ _ e+
2 1418 502681 o

Péanar =Ty 2 + (1 - 7T6)

(5)

que es mayor que 1/2 si € es suficientemente pequeno. Lo que ocurre por tanto es que el
juego A, a pesar de consistir en una unica moneda “mala”, redistribuye las frecuencias
con las que se juegan las dos monedas del juego B haciendo que la moneda “buena” se
utilice un mayor ntimero de veces. Esta es la esencia de la paradoja: la tendencia ganadora
estd ya en el juego B, pero cuando éste se juega aisladamente la tendencia perdedora es
dominante; el papel del juego A es invertir esta dominancia. A pesar de que el juego A
es perdedor, el efecto de potenciar la moneda “buena’ del juego B es mayor que la propia
tendencia perdedora de A y el resultado neto es que la combinacién de A y B es ganadora.

3 Un motor browniano sencillo

. Qué tiene que ver todo lo anterior con la Fisica? Aunque la paradoja pertenece ya a
la teoria de la probabilidad, originalmente fue inspirada por un sistema fisico: un motor
browniano o motor molecular [2, 14].

Con una pequena variacién en las probabilidades de ganar y perder, los juegos descritos
en las secciones anteriores pueden interpretarse como una particula browniana en una
dimensién sometida a ciertos potenciales.

Consideremos el siguiente modelo de particula browniana unidimensional, en el que
ésta puede ocupar un conjunto discreto de posiciones x = 0,4+1,+2,... La particula salta
de forma probabilistica de unas posiciones a otras en instantes de tiempo también discretos,
t =0,1,2,.... Supondremos que la particula estd sometida a un cierto potencial V (z),
periédico en z con periodo 3, es decir V (z+3) = V(x). El potencial estd entonces definido
so6lo por los tres valores: V(0), V(1) y V(2), que denotaremos Vj, V1 y V5 respectivamente.
Tomaremos Vp =0, V1 =V y Vo = V/2, de modo que el potencial es asimétrico (ver figura
3). Finalmente, la particula estd también sometida a una fuerza externa F' dirigida hacia
la izquierda. La energia en cada punto x es entonces:

E(x)=V(x)+ Fzx (6)

,Coémo se mueve esta particula browniana a una cierta temperatura 77 Cuando un
sistema fisico estd a temperatura T'y puede encontrarse en distintos estados ¢ con energias
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Figura 3: Potencial al que estd sometida la particula browniana descrita en el texto.

E;, su evolucién se describe mediante una cadena de Markov [8]. Su dindmica viene dada
por la probabilidad p;_.; de saltar de un estado ¢ a otro j. Estas probabilidades deben
verificar la condicion de balance detallado y una de las dinamicas que la verifican es el
llamado algoritmo de Metropolis (ver cuadro 2), utilizado en las simulaciones Monte-Carlo
de sistemas en equilibrio a una cierta temperatura [8].

Cuando nuestra particula browniana evoluciona siguiendo el algoritmo de Metropolis
con temperatura finita 7', la posicién z(t) se comporta de forma parecida a la ganancia en
el juego B. Por otro lado, si el algoritmo de Metropolis se hace a temperatura muy alta, el
sistema es muy parecido al juego A. En ambos casos, la fuerza externa cumple el mismo
papel que el pardametro € de los juegos.

Estas analogias nos indican cémo reproducir la paradoja en el comportamiento de
la particula browniana. A cualquier temperatura finita, la particula se mueve hacia la
izquierda, ya que es en esa direccion hacia donde apunta la fuerza externa F'. Por tanto, el
valor medio de x(t) decrece con t. Sin embargo, si alternamos dos temperaturas distintas,
T1 y Ts, la particula, se mueve hacia la derecha, en contra de la fuerza externa. Es
decir, (x(t)) crece. De nuevo dos dindmicas en donde (x(t)) decrece dan lugar, cuando se
combinan, a una dindmica en donde (x(t)) crece. El fenémeno es patente en la figura 4,
en donde mostramos la posicién de la particula en funcién del tiempo, obtenida mediante
simulacién numérica, para dos temperaturas, 77 = 1 y 15 = 0.3, y para la alternancia
TNy Ty Ty .. ..

Atun mas interesante es comprobar que la particula es una maquina térmica. Conside-
remos una alternancia periddica del tipo T1T1T5T5T41T} ..., es decir, ponemos a la particula
en contacto con un bano térmico a temperatura T} durante dos pasos de tiempo, a conti-
nuacién en contacto con un segundo bano a 75 durante otros dos pasos de tiempo, y asi
sucesivamente. Supondremos también que 177 > T5. Tenemos por tanto un sistema que
estd en contacto con dos banos térmicos a distintas temperaturas, de forma analoga a los
ciclos conocidos de las méaquinas térmicas clasicas. Pues bien, la particula se comporta
exactamente igual que una maquina térmica: extrae energia del foco caliente, realiza tra-
bajo en contra de la fuerza externa y disipa parte de la energia extraida al foco frio en
forma de calor.

Veamos como estudiar la energética de esta maquina de un modo cuantitativo.

En un cierto paso t — t + 1, en el que la particula estd en contacto, por ejemplo, con
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Figura 4: Posicién de la particula browniana para dos temperaturas, Ty = 1 y To = 0.3, y para
la alternancia Ty ThToToT1Ty . ... Al igual que en los juegos (fig. 1), se aprecia con claridad la
inversién del movimiento cuando se alternan las dos temperaturas.

el bafio 1, la energia que pasa del bano a la particula es:
o0
QA= D [m(t+1) — (b)) (V(2) + Fa) (7)
T=—00
en donde 7, (t) es la probabilidad de que la particula se encuentre en el punto x en el
tiempo t. El segundo miembro de la ecuacién (7) puede descomponerse en dos términos:

Q,gtﬂ = AUy pp1 — Wipq1. (8)

El primero de ellos es Als_p+1 =U(t+ 1) —U(t), en donde U(t) es la energia interna del
sistema:
o0
Ut = S mV() = (Vi) )
rT=—00
El segundo término es el cambio de energia asociado a la fuerza externa F, es decir, el
trabajo que dicha fuerza realiza sobre la particula:

Wit = —F(u(t)) (10)

en donde (v) = (z(t + 1)) — (z(t)) es la velocidad media de la particula. La ecuacién (10)
tiene asi una interpretacién sencilla: el trabajo realizado por la fuerza sobre la particula en
la unidad de tiempo o potencia desarrollada por la fuerza, es el producto de la fuerza por
la velocidad media de la particula. El signo menos proviene de que la fuerza esta dirigida
hacia la izquierda.

Las tres cantidades definidas, energia interna, calor y trabajo estan relacionadas por
la ecuacién (8), que no es otra cosa que el Primer Principio de la Termodindmical (el

'El tratamiento del motor puede hacerse considerando el término —F x(t) como parte de la energfa
interna. Con esta eleccién, el calor disipado en cada bafio es el mismo que el calculado en el texto.
Cambian sin embargo, el trabajo, que es siempre cero, y la energia interna. Esta interpretacién tiene dos
problemas. En primer lugar, la méquina no es estrictamente ciclica, porque la energia interna aumenta en
cada ciclo. En segundo lugar, no es posible definir de forma simple el rendimiento de la maquina térmica.
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Figura 5: Rendimiento 7 de la mdquina térmica (linea continua), trabajo W realizado en cada
ciclo (circulos) y corriente de particulas (Iinea punteada) en funcién de la fuerza externa F para
T1=1,T2201yV=1

convenio de signos que utilizamos es el habitual en Fisica, segin el cual tanto el calor
como el trabajo son positivos si entra energia en el sistema).

El mismo tratamiento se aplica a los pasos de tiempo en donde el sistema estd en
contacto con el bafio 2. Cuando se alternan los dos bafnos en un ciclo de cuatro pasos,
TiTVT5Ts ..., el sistema, tras un cierto nimero de ciclos, alcanza un régimen en el que
la energia interna y la velocidad media son periddicas en el tiempo. En este régimen se
puede calcular el calor extraido de cada bafio y el trabajo total realizado por la fuerza. El
tratamiento analitico es andlogo al realizado para los juegos y se basa en una cadena de
Markov de tres estados. No vamos a incluir aqui los detalles del cédlculo, pero si alguno de
los resultados que pueden obtenerse. Aplicando la ecuacién (7) a los dos primeros pasos del
ciclo, se calcula la energia Q1 transferida del bano 1 al sistema, que es positiva si 71 > T5.
Sin embargo, al aplicar la misma ecuacién a los dos tltimos pasos del ciclo obtenemos una
energia Qo negativa, y, si F' es suficientemente débil, con W = —Q1 — Q)2 negativo. Este
resultado nos indica que el sistema estd extrayendo energia del bano caliente, disipa parte
de esta energia al bano frio y utiliza el resto para realizar trabajo en contra de la fuerza
externa. El rendimiento de la maquina es:

n=-—— =1+ 22 (11)

que es positivo y menor que 1.

En la figura 5 se representa el rendimiento en funcién de la fuerza externa F. Para
fuerza nula, a pesar de existir una corriente de particulas, el rendimiento es nulo ya que
la maquina no realiza trabajo alguno y, sin embargo, existe una transferencia irreversible
de calor del foco caliente al frio. Para una fuerza suficientemente grande, el rendimiento
vuelve a anularse. La razén es que la particula no es capaz de moverse en contra de fuerzas
grandes. Existe una fuerza para la cual la particula estd, en media, en reposo y no realiza
trabajo, mientras que sigue existiendo una transferencia de calor entre el bano caliente y
el frio.
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Figura 6: Rendimiento de la méquina térmica en funcién de la temperatura del foco frio T», para
Ty, = 1 y varios valores de V. Para cada punto, se ha tomado el valor de la fuerza externa que
maximiza el rendimiento.

Como puede observarse, la maquina trabaja siempre de forma irreversible. Por ello,
no puede nunca alcanzar la eficiencia de Carnot. Este es un hecho comin en la mayoria
de los motores brownianos [14, 13] (una excepcién son las llamadas reversible ratchets
[12], cuyo rendimiento puede ser arbitrariamente cercano al rendimiento de Carnot [13]),
incluida la conocida ratchet de Feynman [4]. Conviene destacar que el propio Feynman no
advirtié la irreversibilidad intrinseca de su maquina térmica y demostré que, bajo ciertas
hipétesis, la maquina era capaz de alcanzar el rendimiento de Carnot. Recientemente, se
ha demostrado que tales hipdtesis son incorrectas [11].

En la grafica 6, mostramos el rendimiento de la maquina para varias temperaturas 75
manteniendo fija T7. Obsérvese que el rendimiento de Carnot, 1 — T5/T} = 1 — T3 esta
muy por encima de todas las curvas representadas.

4 Conclusiones

Hemos mostrado una aplicacién fisica de los juegos paradéjicos: los motores brownianos
o moleculares. La denominaciéon “motores moleculares” proviene de la Biofisica, en donde
se estudian diferentes modos de conversion de energia dentro de la célula: “bombas” ca-
paces de transportar iones de una parte a otra de una membrana bioldgica, en contra del
gradiente electroquimico del ion [1, 3]; moléculas que avanzan a lo largo de microtibulos
transportando diverso material celular; o moléculas capaces de “tirar” de un filamento y
que forman los tejidos musculares [3]. Cada uno de estos sistemas consta de una tnica
proteina, que cambia su configuracién tridimensional al hidrolizar ATP. La proteina es dis-
tinta segin el sistema considerado (quinesinas en el transporte a lo largo de microtibulos,
miosinas en el tejido muscular), pero todos ellos son motores capaces de extraer la energia
almacenada en los enlaces de ATP y transformarla en energia mecénica. Y esta transfor-
macién se realiza a escalas en donde las fluctuaciones térmicas son ineludibles.

Por todo ello creemos que, para entender los procesos de intercambio de energia a
nivel celular, serd imprescindible disponer de una auténtica Termodinamica de motores



brownianos. La Termodindmica de la que hablamos tendrd que ser, como hemos visto,
una Termodindmica de procesos irreversibles en los que jueguen un papel relevante las
fluctuaciones térmicas. Debera ser distinta, por ejemplo, de la llamada Termodinamica de
tiempo finito, ya que ésta estudia motores irreversibles pero de caracter macroscépico.

En estos ultimos anos se han dado los primeros pasos para construir esta teoria de
motores moleculares. Sin embargo, salvo algunos trabajos que demuestran propiedades
generales [9, 10, 11, 12, 13], la mayoria de los resultados se refieren a modelos concretos [2,
14], que son demasiado simples para reproducir el comportamiento de motores moleculares
biolégicos.

Finalmente, quisiéramos terminar recordando que los juegos paradéjicos pueden te-
ner aplicaciones en otras situaciones. La paradoja muestra que el resultado de alternar
dos dindmicas aleatorias estd lejos de ser una especie de “suma” o combinacion de los
efectos de cada dindmica por separado y puede ser de hecho completamente inesperado.
Este resultado deberia despertar el interés por situaciones de alternancia de dindmicas en
sistemas fisicos, biolégicos y econdémicos.

10



Cuadro 1: Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un conjunto de N estados y una particula que salta, en pasos
discretos de tiempo y de forma probabilistica, de unos estados a otros. La cadena de
Markov esté definida por al matriz

N
T = {pi_‘j}i,jzl

siendo p;—; la probabilidad de que, estando la particula en el estado ¢, salte al estado
j. Al contrario que en la notacién habitual de matrices, el primer subindice ¢ denotara
la columna y el segundo j la fila. Puede comprobarse ficilmente que las entradas de la
matriz IT son nimeros reales entre 0 y 1 y que la suma de las entradas en cada columna
debe ser igual a 1.

Llamemos 7;(t) a la probabilidad de que la particula esté en el estado i en el tiempo
t. La probabilidad de estar en el estado i en el tiempo ¢ + 1 es igual a la probabilidad de
haber saltado en el paso t — ¢t + 1 desde cualquier otro sitio j (incluyendo el caso i = j),
es decir:

N
mi(t+1) =Y mi(t)pj i (12)

j=1

Por tanto, la distribucién de probabilidad 7(t) = (w1 (t), m2(t),...,mn(t)) verifica la si-
guiente ecuacién de evolucion:

7(t+ 1) = 7 (t) (13)

La distribucién 7(t) tiende, para t muy grande, a una distribucién estacionaria, @, que
verifica:

7 = 17 (14)

es decir, 7™%es el autovector de la matriz II con autovalor 1.

La distribucién estacionaria nos dice cudl es, para tiempos suficientemente largos, la
probabilidad de que la particula esté en los distintos estados ¢ = 1,2,..., N.

El juego B consiste en una cadena de Markov de tres estados: 0,1 y 2. La matriz II
es:

0 1-p2 po
In= p3 0 1—po (15)

1—p3 p2 0

Obsérvese cémo las entradas de cada columna suman 1. La distribucién de probabilidad
estacionaria es:

- (16)

st _ 1 (1 pap3 +1—po p2p3+1—p3>

Z 1—pa+p3  1—p2+p3

En donde Z es una constante de normalizaciéon. Finalmente, para la combinacion aleatoria
del juego A y el B, el anélisis es idéntico, sustituyendo ps por (p2+p1)/2y ps por (ps+p1)/2.
A partir de la distribucién de probabilidad 7, es sencillo calcular la probabilidad de ganar
en un turno, tal y como se hace en el texto.

11



Cuadro 2: El algoritmo de Metropolis

Supongamos un sistema fisico que puede estar en cualquiera de los estados ¢ = 1,2,..., N
con energias E;. ;Cudles son las probabilidades de salto p;—.; que rigen la evolucién
probabilistica del sistema cuando éste se encuentra en contacto con un bano térmico a
temperatura T'7

El requisito que tienen que cumplir las probabilidades de salto es que el sistema al-
cance, para tiempos suficientemente largos, la distribucién de Boltzmann, es decir, que su
distribucién estacionaria sea:

1
st = Ze*ﬁEi/kT (17)

en donde Z es una constante de normalizacién y § = 1/kT con k igual a la constante
de Boltzmann. Por tanto, la matriz II de probabilidades de salto tiene que ser tal que la
distribucién 7 dada por (17) sea su autovector con autovalor 1 (ver cuadro 1).

Un caso particular es aquél en el que las probabilidades de salto verifican la llamada
condicion de balance detallado:

Un caso atin mas particular es el llamado algoritmo de Metropoli, en el que las pro-
babilidades de salto vienen dadas por la siguiente regla, para i # j: o bien i y j estan
desconectados y p;—.; = pj—; = 0; o bien estdn conectados y entonces:

1
5 SIEJSEZ
%

Pi—j = 1 (19)
5 6_(Ej_Ei)’8 si Ej > Ez

(2
siendo C; un nimero tal que todas las probabilidades de salto estén entre 0 y 1 (y que
suele ser igual al nimero de coordinacién, o nimero de estados conectados al estado 7).

Finalmente, la probabilidad de saltar de i a i es:

Pii=1- pi; (20)
JFi

en donde la suma se extiende a todos los estados j conectados con el i. Puede comprobarse
que estas probabilidades de salto verifican la condicién de balance detallado.

El algoritmo de Metropolis es el que utilizaremos a lo largo del articulo para modelar
una particula en contacto con un bano térmico. Obsérvese también en (19) que existe una
probabilidad no nula de que la particula gane energia. FEstos saltos son el resultado de
fluctuaciones térmicas en donde un bafno térmico puede ceder energia a una particula.
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